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über die Theorie der analytischen Facultäten. 

(Von dem Herrn Dr. phil. Weierstrauj Oberlehrer am Gymn. m Braunsberg in Oslpr.) (*) 



JLiie Theorie der analytischen Facultäten scheint mir, so vielfach dieselbe 
auch schon behandielt worden ist, noch einige nicht unwesentliche Schwierigkei- 
ten zu haben, welche aufzuhellen und zu beseitigen um so weniger überflössig 
sein dürfte y als Jedem, der die verschiedenen Darstellungen dieser Lehre über* 
blickt, und wenn er die eine mit der andern vergleicht, ein merkwürdiger Mangel 
an Uebereinstimmung in die Augen fallen muss^ Und die Statt findenden Diffe* 
renzen sind nicht bloss formell, sondern es giebt sich auch in einer und derselben 
Bearbeitung zuweilen ein Widerspruch der Resultate urUer sich zu erkennen. 
Der Grund dieses auffallenden Umstandes liegt theils in der Unsicherheit des Funda- 
ments, auf welchem einige der Theorieen aufgeführt sind, theils in dem nicht 
strengen Gange der weitern Entwicklungen, sowie in der Nichtbeachtung gewisser 
Eigenthümh'chkeiten der betrachteten Grossen, deren Behandlung eine besondere 
Vorsicht erfordert. Ich werde darauf in dem Folgenden ausführlicher eingehen. 

(*) Anm. Mit wahrer, wiMentchafllicher towohli all pertöolicher Befriedigang, habe ich die hier 
folgende Abhandlung empfangen und, der Erlaubniss ihret Herrn Verfauert gemftss, in dat gegenwärtige 
Joarnal aufgenommen, da sie zeigt, data die io wichtige Theorie der analytischen FacoltAten, welche in 
ilterer Zeit wenig beiräcksichtigt wurde und lu deren niherer nnd allgemeinerer Begrfindung anch ich 
•eit 32 Jahren beizutragen mich bemüht habe. Immer mehr die Aufmerksamkeit der Analysten in Anspruch 
nimmt, und jetzt wieder eine noch tiefer eindringende Erforschung durch einen so ausgezeichneten nnd 
acharfsinnigen Mathematiker, wie Herr }Yeier$lra$$ es ist, angeregt hat. 

Meine eigenen Arbeiten Ober den Gegenstand betreffend, so hfttte ich zur Rechtfertigung dar 
Unvollstftndigkeit, die Herr Weiersirois daran bemerkt hat, wohl Manches zu sagen; aber meine» durch* 
hohes Alter nnd slete Krankheit geschwächten Arbeitskräfte reichen zu Dergleichen nicht mehr hin. Ich 
mufis also darauf verzichten; was aber auch sehr wohl angeht, da ich bei meinen wissenschaftlichen B«- 
mfihongen nie auf mich selbst Rücksicht genommen, nie nach Ruhm und Lob, sondern nur, nach meinea 
Kräften, nach Förderung der Wahrheit gestrebt habe, und es mir ganz gleich gilt, wer es sei, der der 
Wahrheit näher kommt: ob ich, oder Jemand Anderes, wenn nur überhaupt eine weitere' Annäherung an. 
<lie Wahrheit erzielt wird. 

Berlin, im August 1854. Crelle. 

Crelle*ä Journal f. d. M. Bd. LT. Heft 1. 1 



2 1* Weieriirasi, über die anal. Facultäten* 

Eb möge erlaubt sein, sowohl um den gegenwärtigen Stand der Theorie, 
sJs auch den Zweck des Torliegenden Aufsatzes klar zu machen, die verschiedenen 
bekannteren Bearbeitungen der Facultäten- Lehre in der Kürze durchzugehen. 

Zunächst gegen die Krampsche Behandlung ist schon oft der Einwand 
geltend gemacht worden, dass ihr keine allgemein -gültige Definition der analyti- 
aehen Facultäten zu Grunde liege* Kramp hat offenbar den Gedanken verfolgt, 
dass eine Facultät mit gebrochenem oder irrationalem Exponenten eine Grosse 
sei, die Me die Eigenschaften haben müsse, welche ihr für ganzzahlige Expo- 
nenten zukommen. Gegen ein solches Verfahren ist, so lange es sich um die 
Auffindung von Resultaten handelt, nichts zu erinnern; aber jedes Ergebniss 
welches man auf diesem Wege erlangt, bedarf einer nachträglichen strengen 
Prüfung seiner Richtigkeit. Nun zeigt sich aber, dass in dem vorliegenden Falle 
die Voraussetzung, von welcher Kramp ausging, unstatthaft ist; es giebt keine 
solche Facultät mit beliebigem Exponenten, wie er sich dieselbe gedacht hat Da« 
durch erklären sich die meisten Unrichtigkeiten, die sich bei ihm finden ; andere 
haben ihren Grund darin, dass auf die Con^ergenz und Dwergenz der angewen- 
deten unendlichen Reihen und Producte keine Rücksicht genommen ist; was 
sich auch von einigen andern Arbeiten über denselben Gegenstand sagen lässt 

Die Crelle sehe Theorie geht von einer iülgememen Definition der analy- 
tische!. Facultät aus, indem sie dieselbe für eine von drei Elementen, der Basis u^ 
der Differenz x und dem Exponenten y abhängige und durch 

(ii, +xY 
bezeichnete Function erklärt, deren Grund -Eigenschaften durch die Gleichungen 

(hu. + hxy ^1e{u,+xy 
(m, + a;y = M 

ausgesprochen werden, aus welchen dann alles Uebrige abgeleitet wird. 

Dieser Gang ist durchaus methodisch, und zeichnet, sich zugleich durch 
grosse Einfachheit aus. Aber es tritt hier der eigenthümliche und, wie es scheint, 
bis jetzt nicht beachtete Umstand ein , dass es nicht bloss einty den aufgestellten 
Gleichungen genugende Function von Uj Xj y giebt,, sondern unzählig piele. 
Denn es sei 9(11) eine Function von u, fflr welche die Relation 

9>(ii + l) =59(11) 

gilt, z.B. eine willkührliche Function von cos(2uir) und sin(2u9r), und es werde 



1. WritT9ira$i, üUr die anal. FhcttUäien. $ 

gesetzt y $0 hat man 

[u + yx, + xf — — - (u + yx. + x)*, 

und findet hieraus, mit Hülfe der obigen Gleichungen für (m, 4-a:)^: 
[ii, + x]y+» = [w, 4- a?]y[M+7a?, 4-x]* 

[m, 4- x]^ = li . 

Die Function [u 4-^]^» welche unzähh'g viele verschiedene Formen annehmen 
kann » genügt also den nämlichen drei Gleichungen, wie (u, + ocf. 

Hieraus geht hervor, dass zwar, wenn man wirklich eine Function von u» 
x^ y darstellen kann, welche den in Rede stehenden Grundgleichungen genügt» 
dieselbe auch alle die weitern Eigenschaften, die CrdU daraus ableitet, haben muss; 
dass es aber nicht möglich ist, (li, + x^ mittels dsr genannten Gleichungen al- 
lein^ vollständig zu bestimmen^ und dass daher bei den Entwicklungen, durch 
welche Crelle gleichwohl zu Darstellungen dieser Grosse in der Form von conver- 
genten unendlichen Reihen gelangt ist, irgend etwas übersehen sein muss, was zu 
einer nähern Untersuchung auffordert. 

Bessel und Ohm benutzen zur Definition von (c/, + a;)^ oder, nach ihrer 
Bezeichnung, von u^^ unendliche Producte\ und zwar ist, nach Beiden, nachdem 
zuvor die Definition von li"'* für ganzzahlige, positive und negative Werthe von 
n gegeben worden: 

1» 



4 1. WeJanfftMf, iOer die anal. FaeuUäim. 

t.1« T- (/ Nf !«•'• ) r- ( + QO,wennx>0 

-^ 1 ^ (t» + y*y»') ( — CO , wenn x<0. 

Diese Erklärung hat allerdings den Vortheil» dass man von u^^' sogleich 
von Anfang an eine ganz bestimmte Vorstellung bekommt; und es ist auch anzu- 
erkennen, wie man, von den Facultaten mit ganzen Exponenten ausgebend, unge- 
zwungener Weise zu diesen unendlichen Producten gelangt. Aber es scheint 
mir ein wesenth'cber Nachtheil zu sein, dass alsdann die zweite der obigen Grund- 
gleichungen aufbort, allgemein gültig zu sein, und es auch nicht möglich ist, eine 
Darstellungsform der so definirten Facultät aufzustellen, die für alle \Yerthe von 
i/,ar,jr unverändert dieselbe bleibt. Und dann mochteich auch fragen: wie soll man 
in dieser Weise, ohne in Willkurh*chkeiten zu gerathen, die Definition der Fa- 
cultät auf compUxe (imaginäre) Werthe von x ausdehnen? Und die wahre Be- 
griffsbestimmung einer analytischen Function kann doch nur eine solche sein,, 
welche sich gleichmässig auf alle Werthe ihrer Argumente erstreckt, und aus 
welcher sich auch eine Darstellung des Zusammenhanges zwischen den letzteren 
und dem Werthe der Function in einer ganz allgemein gültig bleibenden Form 
muss ableiten lassen* Das ist so weit ich das Gebiet der Analysis übersehe, Aber- 
all der Fall, und wird sich, wie ich zeigen werde, auch für die Facultäien bewähren» 

Die neueste Bearbeitung der Facultaten -Lehre endlich, nämlich die von 
Oettinger, kann ich, so viele schätzbare weitere Entwicklungen und Anwendungen 
der Theorie sich auch darin finden, in ihrer Grundlage gleichfalls nicht als genü- 
gend anerkennen. Die geradezu ausgesprochene Behauptung, dass es nicht nur 
schwierig, sondern auch überflüssig sei, von einer allgemeinen Definition der 
Facultät auszugehen, scheint schon von vorn herein nicht dafür zu sprechen, dass 
diese Methode die rechte sei. Und dann bedient sich der Verfasser, um von einer 
Formel zu der andern zu gelangen, häufige ganz unbekümmert ^ Jipergenier un- 
endlicher Reihen und Producte, Und sucht alsdann das Widersprechende, was bei 
diesem Verfahren nicht selten in den Resultaten hervortreten muss, dadurch tn 
erklären, dass er einer Gleichung, welche unrichtig ist, wenn die darin vorkom- 
menden Grossen bestimmte Slahlenwerthe haben, gleichwohl eine gewisse /brm^/fe^ 
Gültigkeit zugesteht; was man nach dem gegenwärtigen Zustande der Wissen- 
schaft nicht wohl erwarten sollte. Ich bemerke hier, dass namentlich die Reihen-^ 
Entwicklung einer Facultät nach steigenden Potenzen der Diffecenz, die häufig 
zur Anwendung kommt, niemals convergirt, sobald der Exponent keine ganzer 
Zahl ist Alles was mit deren Hülfe gefunden wird, ist aber, wenn nicht unrichtig» 
so doch jedenfalls unsicher« 



]. Weitritrats^ über dl4 ontA. FaeuUäien. 5 

I^ach diesen Bemerkungen glaube ich keiner weitern Rechtfertigung zu 
bedürfen I wenn ich die Facultäten-Theorie einer abermaligen Untersuchung un* 
terwerfe^ und gehe daher sofort zur Sache üben Ich führe nur noch an, dass ich 
bereits vor geraumer Zeit in einer kleinen Gelegenheitsschrift ( Deutsch -Krone, 
1843) versucht habe, sowohl die Definition derFacuItäten genau festzustellen, als 
auch die wichtigsten, auf dieselben sich beziehenden Formeln und Entwicklungen 
in strenger Weise abzuleiten, Ton welcher Abhandlung die vorliegende als eine 
neue Bearbeitung und weitere Ausführung zu betrachten ist. 

1. 

Ich beginne mit der allgemeinsten Bestimmung derjenigen von drei Ele- 
menten u, w, y abhängigen Function /(u^x^ y), welche den von Crelle aufge- 
stellten Gleichungen 

(1.) J(u,x,y + k) =/iu.x,y)/(u+yx^Xyk) 
(2.) f(fcu,ka;,y)^k9/(u,a:,yy 
•(3.) f{u,a;,l) =u 

Genüge leistet 

Vertauscht man in der ersten Gleichung y und k mit einander, so erhält 
man 

und wenn man hierin u — kx statt u setzt, 

-woraus ferner, indem man U'—kx = cex, sA$o A: s= — — tp setzt, 

/(««,«>;-i-y~«>) 

/(u,xyy) = -— ;; , 

4««,«,--») 

und sodann, mit Anwendung der zweiten Gleichung, 

(4.) f(u,x,y)=^a:r ' ^ 

folgt. 



5 1. We^stroiSy über die anat. FaouUäten. 

Stellt man sich jetzt der willkührlichen Grösse w einen bestimmten Wertb» 
beigelegt vor, und setzt 

(5.) /(<p,l,ii) = F(u), 

so erhält man : 

(6.) /(.z,x.7)==x'.-^5r-. 

Umgekehrt erhellet, dass jede Function /(o;, u^ y\ die, bei ganz mUkÜhr'^ 
licher Annahme von F\jjC), durch diese Formel bestimmt wird^ den beiden ersten 
der obigen Gleichungen Genüge thut. Denn es ergiebt sich aus (&): 

fiu,x,y'¥k) Ä x'"^ rr = «» — x* 



—AufX,y)/(u + yx,x„k), 
nka,kx,y) == (Äxy.--—- =: krf(u,xyy). 
Damit nun audi die dritte Gleichung befriedigt werde, ist notbig, daM 
/(u,x,l) = X ^ := u oder 

sei; woraus, wenn man uso statt u Mtzt, die Relation 

(7.) J'(it-M) = ii.F(tt) 

folgt. Man sieht sofort, dass eine Function^ welche dieser Gleichung genügt, die 
Legendre $che r(ju) ^^f ^"^ ^^^' man, um den allgemeinsten Ausdruck von F(u) 
zu haben, F(u) = 9(1*) Fiu) setzen muss; wo unter 9(1/) eine periodische 
Function zu verstehen ist, welche unverändert bleibt, wenn uin u+1 übergeht. 
Ohne aber hinsichtlich der Theorie der r*-Function irgend etwas vorauszusetzen» 
kann man folgendermaassen fortfahren. 

Aus (7) folgt, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet: 

F{u + n) = a(tt + l) (a + 2)..-.(M + n — 1) jP(m), 



1. WemrürtUMf iä>er die änoL JFhctiUäten. 

und hierausi wenn /» — 1 statt n und 1 statt u gesetzt wird : 

F(n) = 1.2 (/i-l)jF(l), also 

^W_..„ . I w, . i.x /, . ti \ F(n) 



jiy==ii(l + {ii)(l + 5ii)..(l+;^) 



F(u^n) 



Nun ergiebt sich aber aus den Sätzen über die Convergenz der unendlichen 
Producte, die ich im Folgenden zusammenstellen werde, dass sich eine Function 
i|7 (n) der positiven veränderlichen Zahl n, wenn dieselbe ohne Ende wächst, einer 

bestimmten endlichen Grenze nähert^ wenn der Werth von n^( T ^jv —l) 
für n = OD nicht unendlich gross wird. Setzt man nun 

90 ist ^ j^_jx ^^ ^ "*■ ji' ""^ ^^^ sieht, dass zwar nicht i|>(/i), wohl aber 
n"'"a|;(/i)^ für f» = qo einen bestimmten endlichen Werth annimmt^ weil für 



n = OD, 



= 1 — J-i+ 2n» ~ — ***' ^'-^^ '^ V(ii-l)-«t//(ii-^) — 1/2« iuiu'-l) wird. 

Da nun ferner /i"" = (j) (3) \ n / ^'^*' *^ ^** man: 

n-".|,(n) = u.a)-(l + «)(|)"(l+Ju) (^)"(l + ;^), 

und es hat das unendliche Product 

einen endlichen, bestimmten Werth, welchen (reellen oder imaginären) Werth 
auch u haben möge. Ich möchte für dasselbe die Benennung .JFactorielU von u*' 
und die Bezeichnung Fe {ü) vorschlagen, indem die Einführung dieser Function 
in die Theorie der FacultAten dem Gebrauch der r Function vorzuziehen sein 
dflrfte, da sie den Vortbeil hat, für keinen Werth von u eine Unterbrechung der 
Stetigkeit zu erleiden 9 und überhaupt, gleich d^n einfachsten transcendenten 
Functionen ^% sinu^ cosu u. s. w. im Wesentlichen den CharacYer einer rationalen 
ganzen Function hat, so dass sie z. B. auch nach ganzen positiven Potenzen von 
n in eine beständig convergirende Reihe entwickelt werden kann. 
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Nun ist 

mithin, wenn man n + Od setzt: 

Foju+l) 1 , 

Fc(u) = « ' *'*'«'■ 

(8.) Fc(m) = Fc(mH-1). 

Verbindet man diese Gleichung mit der obigen (7), so erhält man 

FcCu) FCu) = Fc(u + 1) F(u + l) ; 

d. h. es ist Fe (li) F (u) eine Function von u, die sich nicht ändert, wenn u+1 
statt u gesetzt wird. Bezeichnet man daher eine solche durch tp (u), so ergiebt 
sich 

und es cptrd daher der allgemeinste Ausdruck einer Function /{u, x,y)y welche 
die Gleichungen (1, 2, 8) befriedigen soll, durch die Formel 

(9.) /(u,x,y)=:a;-- -;r- 

dargestellt, wo 

(10.) Fc(u)^u^'\(^)\l+l)\ 

isi, und 9 (ju) eine beliebige Function bedeutet, für welche die Relation 

(IL) 9(^ + 1) = 9>(«^) 

gut. JVenn y eine ganze Zahl ist^ so fällt 9 aus dem Ausdrucke ifon/(ujX,y} 
weg. 



Nach dem Vorstehenden ist es zur vollständigen Definition yonf{ut ^>y) 
nothwendig, den obigen drei Grandgleichungen noch eine neue Bedingung hin^ 
zuzufügen, durch welche die Function 9 (ci) bestimmt wird. Ehe ich aber die* 



1. WemrstKOtSj über die mal FacuUäten, 9 

selbe aufsache, muss ich auf eine, allen Fuactiooen, welche den Gleichungen 
(1, 2, 3) genügen^ gemeinsame Eigenthumlicbkeit aufmerksam machen, aus deren 
]Nichtbeachtung Irrthttmer hervorgehen können, und wirklich hervorgegangen 
sind. 

Man hat zur Bestimmung von /(w,x,y) unter andern folgenden Weg 
eingeschlagen. Es ist (gemäss 1,2) 

f(u^x,y + l) = fiu,x,j)(/u+yx,x,l^ = (ü + y x) /(w, x, y) 
fCu,a;,y + l) — f(ji,x,l)f(u'¥x,x^y) = uf(u + x,x,y) 

und daher 

(12.) /(M,*,jr) = -^ •/(«+ X,I, y) ; 

woraus man, indem man u -f- «■, m + 2a?, u + 3a; u. s. w. statt u setzt, weiter 

(13.) /(«,*,y) = («+yxXi. + y« + «)....(u + y.+(n-l)«) •/<"+»*» ^'j)» 

folgert, wo n eine ganze positive Zahl bedeutet. Setzt man ferner in dieser Formel 
u — nx statt u, so erhält man 

/1A^ //..«. V - ( w+y«--«)(«4.y«-2x)...(«4.j>«-ti») ^, . 

(14.) /(«,x,y) = - («-.,)(«_2»)(«-3.)...(«-i«) •/("-n*,*.^). 

Nun ist aber 

/iK\ r / \ T« < _ «(»+!)(» + 2)... (u-m — l) ) 
(15.) Fc{u) = Lii?a. jn- 12 (,_i) 1 » 

also 

^ '^ Feil) " ^'f »(to + «)(« + 2«)...(»-».(i.-l)*)j' 

woraus, wenn mau w — x statt u, u — x statt (v, -— x statt x setzt, 

ixn\ ^^^""^^ T- ( -r-^* («>-«)(»- 2«). ..(«-n«) ) 
^*^-^ ^KTZ?) * ^«-f • ••(«-:r)(u-2.)...(«-«x)] 

folgt. Hiernach geben die Gleichungen (14, 15), wenn man w =: u+yx macht 

Ml) 

(18.) /(«,ir,y)=-— --~Lim.jn-S',/(« + »«»ir,y)j und 
Crelle'« Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. o 
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IfV(l-J-y) 
(19.) /(M,a?,y) 3s ' 'Liro.}f»-''./(M — naj,a:,y)| . 

Pb(l— J »-• 

Bis hieher sind nur die Gleichungen (1, 3) angewandt. Mit Hülfe der 
zweiten ergiebt sich ferner, da 

und Lim.|n"*(u + nacy\ =s a?. Lim. l'l + — ^ s= x"» 

Lim.!«-» (u - nxy\ = (- *)» . Lim (l - -1^= (- xf 
ist: 

FeQ / m \ 

(20.) /(w,x,y)= ^ j^/ü^ / iJ;!^A^>irr^'-y)* ^^ 

Setzt man x =s o, so können die Gleichungen (1,2,3), die dann in 

/(u, o, y + Ar) = /(«, o, y)/(a,o,*) 
/(AM, o, y) — Ä'./(M, o, y) 

/(U, O, 1) SS u 

übergehen, nicht anders befriedigt werden, als wean man 

/(«.o,y)» u» 

annimmt. Hieraus schliessend, dass/(u, a;, y), wenn a; seinem numenscheo 
Werthe nach beständig abnimmt, sich der Gränse u^ nähern müsse, würde die 
Gleichung (20), 

FcQ) 
(22.) /(u,*,y) = *«'--7^ 

geben; was mit dem vorhin Bewiesenen, dass/(a,a;,y) durch die Gleichungen 
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V 

1(1,3,3) «llmn nicht bestimmt sei, im Widersprach Mefat. Aber nodi mehr. 
Die Oleidning (21)wfirde, unter derselben Voraassetsirngt 

0».) /(ii,:r,y) = (- *)». \^ 

geben, und et rofisste 

j^(t-:-f) _^. Ml) ^<>e-«-y)-Mi-;-y) _ 

sein; was ein ofTenbar falsches Resultat ist; wie schon daraus erhellet^ dass für 
u 8= d? der Ausdruck links die Form s annimnil, sobald y keine ganze Zahl ist* 

Da die Gleichungen (20, 21) strenge Folgerungen aus den Gleichungen 
{1, 2, 3) sind» und dieselben wirklich befriedigt werden, wenn man fär /(u, x, y) 
irgend eine der durch die Formel (9.) gegebenen Functionen annimmt: so kann 
der hervorgetretdhe Widersprueh nur in der Voraussetzung seinen Grund haben, 
dass sich/(l» ^» y)> wenn der numerische Werth von x unendlich klein wird^ 
unbedingt der Grenze 1 nähere. Diese Annahme ist unstatthaft, indem sich viel* 
mehr nachweisen lasst, dass Jede Function y weiche den Gleichungen {\^ 2, 3) 
genügt^ eine Unterbrechung ihrer SteU'gkeä erfährt^ wenn x^ wahrer^ u und 
y consiant bleiben, in stetiger Veränderung^ (?om Positiven tum Negativen 
übergeht. 

Setzt man in der Formel (9) (po; statt li, unter w eine positive Zahl ver» 
litanden, und wendet die Relation (2) an, so erhäh man: 

Setzt man aber wßc statt u^ und — x statt x, so ergiebt sich: 

f(\ -- v'i - (-W^^ i?t(-iD) y(-n>4-y) 

In Folge der Formel ist aber 

Fc{u)Fc(,- m) = - M. un(i - ~) =5 - tt 

a = 1 OD 

oder, weil Fc(m) = uFc(u^l)isU 



si»(w) 



2- 
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(25.) JV,(-.„)=«_^_2-^; 

daher ist 

i9ß\ t(\ —1 S\ — (^'i\l FcCI-np-y) •in(ton) y(--iPjjg 
V^.; y^t, „,ry — V *^ „!rFe(l + ») »iii(»-y)« 9>(-») ' 

oder, wenn man 

setzt, wo dann "^(u), eben wie cp(u), die Eigenschaft hat, dass 

(27.) •i|>(u + l) = i|>(u) 

ist: 

(27..) A^-»»y; - A • «srFc(i+«) Vöt::^- 

Nun hat man ferner: 

(2a) JFc(m) s=s u(u+l)(u+2)....(u+n — l)Fc(ti4-R), 
J'c(l) = 1. 2L 3....(rt-l)Fc(n), 

wenn i> eine ganze positive Zahl bedeutet. Nach (10) ist Fe (1) =: 1, also 

iif«(» + ii)'^'^("> = '» 1.2 («~1) ♦ 

woraus, mit Berücksichtigung von 05). 

(29.) Ljm.j,-=^^^jj = 1 
folgt. 

Es sei nun n die grosseste in w enthaltene ganze Zahl, und w = n + o'', 
so hat man: 

Fe{v>) / Fejn) Fe(fi) \ / »i/+» \— 

»»ffc(«>+») " Vii"^JFc(ji + «'+ii)'ii«'/"«(»b' + ii)/ V « / =' 

mithin nach (29): 

(SO.) Lim.{-^^}=1. 
Eben so ist, weil 

Fb(\+w-u) /, Fg(l + ip) \ /l + w\" . , 

(31.) Linu|^).^5^^^J==l, 
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folglicK gemäss (24, 27): 

Es sind aber - • ^^x and -77- — Z\ beides periodische Functionen von cp, 

and können als solche, \renn cp ohne Ende zunimmt, keiner bestimmten Grenze 
sich nähern, wenn sie sich nicht etwa auf Consianten reduciren. Soll Dies fflr 
leden Werth von y geschehen, so müssen 9(1/) und i|>(i/) selber von 1/ unab- 
hängig sein. Das ist aber, \reil 

ist, für beide gleichzeitig nicht möglich. Mithin können sich die Functionen 

/(l, + a?,y)und/(l, — a?,y), 

wenn a: unendlich klein wird, in keinem Falle beide einer bestimmten Grenze nä« 
hern; womit die obige Behauptung, dass/(i/, x, y) = u^ /(!> -^»y)» wenn x 
vom Positiven zum Negativen übergeht, stets eine Unterbrechung der Stetigkeit 
erleide, gerechtfertigt ist. 

3. 

Aus dem Vorhergehenden ist zugleich zu ersehen, dass man eine Bestim- 
mung der Function, wie sie zur vollständigen Definition \onf(u, x^ y) noch nö* 
ihig i^, erhält, wenn man festsetzt, es solle sich/(l , x, y\ entweder für einen 
positiven^ oder für einen negalicen Werth von x, wenn derselbe ohne Ende ab- 
nimmt, der Grenze 1^ nähern. Eine dieser Annahmen ist, wie sich ergeben wird, 
nothwendig, wenn die Analogie der Facultfiten mit den Potenzen so viel als mög- 
lich behauptet werden soll. 

Bei der ersten Annahme muss sich 9 (ci) auf eine Conslante reduciren; 

und wenn man die Function, in welche alsdanny(£i,a:,^) übergeht, durch (u-f-a:)^ 

Irezeichnet, so hat man : 

FcC^) 
(33.) (w,+ x)y = x9 -2— . 

Hiernach bedeutet (i/,-f-x)y eine Function von UfX^y, welche den Gleichungen 
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(34.) (kuj + kx)ff = Äf (a, + «> 

genügt, und zugleich die Eigenschaft hat, dass sich (1, +x)9 der Grrenze 1*^ nähert» 
wenn a:» stets positiv bleibend, ohne Ende abnimmt. 

Bei der zweiten Annahme muss a|^(tt) = (—1)" —r^—^^^^Constanie 
sein. Dann hat man : 

Diesen besondern Ausdruck für/(i/, — rr,y) will ich durch (u, — x)f bezeichnen; 
wobei cPoA/ zu beachten ist, dass man in den Ausdrtlcken (i^ + o^X {u^'^xyf die 
Zicichen (+)und(— ) voro;, nicht als zxix gehörige ^orze/rAe/i betrachten darf, so 
dass also (u, — xyf keineswegs die Function bedeutet, in welche (ii»-i-x)y übergeht; 
wenn — o? in x übergeht, welche vielmehr durch (w, + (— x) )y auszudrücken wäre. 
Es soll vielmehr 9 ganz in dem Sinne des Urhebers dieser Bezeichnungsweise, 
durch das (+) oder das (— ) vor dem o?, nur angedeutet werden, dass x mit u in 
eine gewisse Verbindung trete, die in dem einfachsten Falle, wo y eine ganze 
positive Zahl und 

(m, + a?)y = u (w + «) ( w + 2a;). ..(a + (/ — 1 )x) und 
(ii,~x)ir = a(a — a7)(a — 2x)...(m — (jr — l)x) 

ist, in derThat bei dem ersten Ausdrucke Autch Addition^ so wie bei dem andern 

durch Suhiraciion vermittelt wird. 

Es ist also 

Ä(l+?-y) 
(35.) {0.^0^?:=^ aS». ^. \' 

und ea gelten für (ii, — rr)y die Grundgleichungen 

(ii, — x)f-*-* s=s(w, — a;)t (m — yor, — a:)^, 
(36.) {Jtu,^ ka:)9 = Arf . (m, — x)i' . 
(a. — x)* = i/, 

zu denen noch die Bestimmung tritt, dass sich (1, — a:)t der Grenze 19 nähert» 
wenn Xj stets positiv bleibend, ohne Ende abnimmt. 
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Hierdurch siud oun zi»ei Arten von Facultaten auf volHg bestimmte Weise 
definirt, indem für beide analytische Ausdrücke gefunden sind» die für alle Werthe 
von u, x^y ihre Gültigkeit behalten. Es scheint zweckmässig, beide Formen 

(w, + x)y und {um — a))9 

beizubehalten, indem man, wenn die Differenz xposüit^ ist, vorzugsweise die ersiere, 
im entgegengesetzten Falle aber lieber die andere anwendet. Sie hangen übrigeni» 
wie aus (33)35) ersichtlich, sehr einfach zusammen, indem 

(37.) (i/,~;r)y = (i/— (y~l)x, + a;)y und 

(38.) (M, + a?)y = (i/ + (y— l)a:, — a?)3r 

ist. Man hat ferner 

also 

(39.) («, + (-a;))^ = (_ l)3r.__i_- . (u. - x^ ; 

sin(i-y> 

woraus man sieht» dass (u, + (— x)yf nur dann mit (u,-^aiyf gleichbedeutend ist» 
wenn y eine ganze Zahl ist. 

Anm. Wenn man die in der Einleitung angegebene, von Bessel und 
Ohm aufgestellte Formel für die von ihnen durch u9\* bezeichnete Function ent- 
wickelt, so erhält man 

u9l«=:(a, + a?)y. 

i/Sfl-» =(i/,— a;)y, 

wenn in beiden Fällen x posüic ist. Hiernach kann, wie schon bemerkt, li'!* 
nicht für alle Werthe von x durch einen einzigen analytischen Ausdruck d«r^ 
gestellt werden; abgesehen davon, dass die Definition von 11^1' nur für reelle 
Werthe von a; gegeben ist. Femer ist es zwar dadurch , dass für positive und 
negative Werthe von x verschiedene Definitionen gegeben werden, erreicht, das^ 
lur positive Werthe von u allerdings 

Lim. lif !• = uff 

ist; sowohl wenn x posüw, als wenn x negativ ist. Es gilt aber diese Gleichung 
nicht mehr für negative Werthe von u; also auch nicht allgemein. 
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Die bisherigen Erörterungen haben nun zwar zu einer unzweideutigen 
Definition von (ju,+x)y und (jur^)y geführt ; es sind dazu aber Pier Bestimmungen 
für jede dieser Functionen nöthig gewesen. Dies ist, wie schon aus den im Vor- 
hergehenden ausgeführten Entwickelungen ohne Mühe nachgewiesen werden 
konnte, mehr, als nöthig. Ich werde daher jetzt zeigen» wie man^ ausgehend von 
einer ganz allgemeinen Definition von {u^ + ai)y und (m, — a?)^, die für jede 
dieser Functionen nur ;&(V^/ Bestimmungen giebt, auf völlig systematischem Wege 
zu den Darstellungen derselben durch die Formeln (33,35) gelangt; wodurch 
zugleich die Grundgleichungen (34, 36) gegeben werden. 

So wie sich der allgemeine Begriff der Potenz aus dem Begriffe eines 
Products von gleichen Factoren entwickelt hat, so bildet für die Facultätenlehre 
die Betrachtung eines Products äquidijfcrenter Fcu:toren den Ausgangspunct. 
Nachdem nun, wenn y eine ganze positive Zahl bedeutet, das Product 

u{u + oc)(u + 2a:) .... (a + (y — 1) x) 

durch (ut+x)y bezeichnet worden ist, findet man, auch ohne dass die Eigenschaften 
eines solchen Products weiter untersucht werden , indem 

(„ + ,, + ,/ „-tS^.(^,H.^/ 

ist, die Differenzen -Gleichung 

fAiw J(u,'hx)y yJu 

^ (t»,-l-x)y tt 

wenn sich das Zeichen J auf u bezieht, und ^a = x angenommen wird. Gleich 
wie nun die Betrachtung der Differentiale-Gleichung 

dfj^_ydu 

zu der Potenz u^ mit willkührlichem Exponenten führte so kann man sich die 
Bestimmung einer Function von u zur Aufgabe stellen, welche der Differenzen^ 
Gleichung 

(^^•> 7Ö0" = "V 

bei einem beliebigen Werthe von y genügen soll. 

Aus der vorstehenden Gleichung folgt, wenn du^=^ x gesetzt wird: 
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woraus ) wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet , weiter 

tt(ii + «)(« + 2«) (tt + («~l)») ^, _^ V j 

•'^W = («+,«)(a + y« + «) (u + (y + n-l)«)'A" + '»^J' *»<'«*^ 

folgt Wenn y eine ganze Zahl ist, so Icann man^ wie gezeigt, /(ri) = (u^ + xy 
setzen. Dann hat man : 

also 

Lim/Ji±.!!iii^^==l. 

Dieser Umstand fuhrt darauf, in der Gleichung (42) n =: od zu setzen und sie so 
zu schreiben : 

(tf-l-fur) 



(43.) f{u):^Um\{u^nxy'^^^^^^\'l.m^/^ 



■nxr 



Es ist daher vor allen Dingen nothig, genauer zu untersuchen > was aus ^r 
Fornnel 

Wird, wenn die positive ganze Zahl n ohne Ende wächst 

Zu dem Ende schalte ich hier zunächst einige allgemeine Satze über die 
Convergenz der unendlichen Producta ein* Dieselben sind zwar, so wie die 
damit verbundenen ^ätze über die Gonvergenz einer bestimmten Gattung von 
unendlichen Reihen, zum grossen Theile bekannt. Ich g]aube aber, wenn ich 
gleichwohl ausführlich^^ darauf eingehe, nicht nur wegen der ganz elementaren 
Herleitung disrselben, djf einiges Eigenthümliche haben dürfte^ sondern vorzüglich 
deswegen auf Entschuldigung rechnen zu dürfen , weil ich überall bei den vor» 
kommenden Grossen die Untersuchung nicht auf ri;^i/e Werthe derselben ein-* 
schränken, sondern auch ^\x( complexe (imaginäre) Werthe ausdehnen werde» 
Crelle's Jooraal f. d. M. Bd. LL Heft 1* 3 
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5. 

£iBlir« ftfttse Alier die Converirens and Dlvers^ns unendllelter 

Prodaete. 

I. Wenn die Glieder einer unendlichen Reihe 

sämmtlich reell, positiv und kleiner als Eins sind, und zugleich die Reihe eine 
endliche Summe hat^ so convergiren die Producte 

1>„ = (1 - i/o)(l -i/|)Cl --«i2)--(l -^ 
Ö„ == (l+i/^Xl +l/i)(l +i/a)....(l +11.), 

wenn n beständig zunimmt, beide gegen eine bestimmte , positive Gränze; 

und zwar das erste beständig abnehmend^ das andere bestflndig zunehmend. 

Es ist klar, dass P^, Qn beständig positiv sind, und dass die erste Grosse 

beständig abnimmt^ die andere aber zunimmt^ wenn n beständig wächst Es ist 

daher zum Beweise des aufgestellten Satzes nur nSthig, zu zeigen, dass P^ stets 

grösser, und Q« stets kleinei bleibt, als eine gewisse positive Grosse. 

Es ist, wenn a^b^ c^ d *»• reelle Grössen mit denselben Zeichen sind 

(l+fl)(l +Ä) = l + a-+-6 + aÄ>l-|-o-+-Ä 

(l+ö)(l+Ä)(l + c)>(l + fl + Ä)(l+0>l + a + * + ^ 

(l+a)(l+i)(l+c)(l + J)>(l+ö+Ä+c)(l + iO>l+« + * + ^+^ 

u. s« w. 

Dies vorausgesetzt, werde n^=i m+r gesetzt, wo auch m, r ganze positive 
Zahlen bedeuten sollen. Dann kann man, wenn Nirgend einen echten positiven 
Bruch bedeutet, m so gross annehmen, dass die Summe 

u^^i + U^^2 + + li,^ 

für jeden Werth von r kleiner als E ist. Hierauf hat man 

Pm 

-f^ = (1 — Wm^-OCl — Wm+0 (1 — Mm^) 

>1 — w»M.i — ^»*s-- — a„^>l — £, 

also 

P,, > P^ (1 — jE), wenn n > m ; 
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was gezeigt werden sollte. 
Ferner ist 



und da nun, wenn n>m, £auch kleiner als 



Um^l Un 



l + ll^^l"*" "*"l4-t«i. 

ist , so hat man : 

^.>('-r^) (i-i^)a-« 

q;>q;;;(1— ^ , ön<f;::;g, wennn>m, 
(il.) \Yenn dagegen die Reihe 

Wo 5 «^i j ^> 

keine endliche Summe hat, so wird, wenn n ohne Ende zunimmt, Q^ über 
jede Gränze hinaus wachsen, während P„, beständig positiv bleibend und 
abnehmend, sich der Gränze Null nähert 
Es ist nämlich 

und die Summe i/o-f-Ui + + w» wächst mit n über jede Gränze hinaus. 

Ferner ist 

i-0+T5iX>+T^)-(»-^r^). 

und die Reihe i 9 ^—^ u.s.w. hat ebenfalls keine endliche Summe. Es nimmt 

mithin -^ ^ gleichzeitig mitn, ohne Ende zu; und zwar über jede Gränze hinaus; 

woraus folgt, dass Qn, beständig abnehmend, sich der Gränze Null nähern muss. 

Zusatz. Setzt man P„ = (1 — \){\ —^ (l — -), so ist P„ = 

""T^' ' ^^ "' ^'^^ ^"^ ^^ ®' ^^^ n = OD. Daraus geht hervor, dass die 

unendliche Reihe ^ 

5^154 9 ^ n 



keine endliche Summe haben kann. Wird dagegen 



20 1* Weiersirasiy über die anal FacuUäten. 

gesetzt, so ist 

D — ll? ?d^ (w-lKn+l) __ 1.2 (n-V) 3.4 (»-t- 1) _ n-nl 

^'^2.23.3 n.n — 2.3 n ' 2.3.....«" "" 2« * 

also P. SS I für n ;s OD. Mitbin wird die unendliche Reihe 

I 1 i 

eine endliche Summe haben. 

(ni.) Wenn die Glieder der Reihe 



i/t , i/i , lij 



j 



sämmtlich reell sind» und von einem bestimmten Gliede an beständig dasselbe 
Zeichen behalten und kleiner als Eins bleiben 9 so wird das Product 

l^» = (l + iig)(l+wO...-(l+iA.), 

wenn/i ohne Ende wächst, gegen eine bestimmte endliche Gränze (die nicht 
]Null ist, sobald keine der Grossen 1/9,1^1,... = — 1 ist) convergiren, wofern 
die Reihe üg, i/],....eine endliche Summe hat. 

Wenn aber das Letztere nicht der Fall ist , so wird 

Pn = (X> oder P, = fürn = 00 

sein, je nachdem die Grossen i/g, 1/1 »••••, von einer bestimmten Grosse an» 
stets positiv oder stets negativ sind. 

Alles dies folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden Sätzen. 
(IV.) Auch wenn die Glieder der unendlichen Reihe 

eomplexe (imaginäre) Werthe haben und die Reihe 9 unabhängig von 
der jinordnung ihrer Glieder^ eine endliche Summe hat, nähert sich das 
Product 

P. = (l + ii.)(l+i/i) (l+ii.), 

wenn n ohne Ende wächst, einer bestimmten Gränze, die von Null verschie* 
den ist, wofern nicht eine der Grossen i/« , Ui , = •*— 1 ist. 
Es werde i/. = p. + iw^ und 

(1 + 1^ (1 + li.) (1 + 1/,) = ;>. + 19„, }/(/i.» + 9„') = 5,, 
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gesetzt» wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Dann hat man: 

T^mmt man nunm so gross an, dass für jeden Werth vonn, welcher ^m ist, die 
Summe der absokiten Werthe ron c?» und cp» weniger als 1 beträgt, so kann man 

setzen, wo €« dasselbe Zeichen wie q^» hat, dem absoluten Betrage nach aber Meiner 
als Eins ist Bezeichnet man darauf den absoluten Werth ron p« durch p'„ so 

liegt -^ 9 wenn n > m ist, zwischen den Granzen 

(1 — ^m^l — «m + I «^m*l) (l — ^'m*2 — «m^-S «'w+a) (1 ~ < — €» f»n) Und 

(1 + ^m^l + ««*! ^m^d (1 + ^'m^2 + «m+a iV«^j) (1 + c'n + «» iV„) 

Beide Producte nähern sich aber, wenn n ohne Ende wächst, zufolge des Satzes (I.), 

bestimmten positiven Granzen: also bleibt der Werth von — ,und daher auch der 

Werth von s^ oder y {p\ + q\), stets zwischen zwei endlichen Granzen, wie gross 
auch n werden mag. Mithin muss es auch für jede der Grössen /?,., ^„ Granzen 
geben, welche die absoluten Werthe derselben nicht übersteigen können. 
Mun ist aber 

/>•+! + «9»-»-i = (1 + «'«^i + '«^1.4.1) iPn + «V») und 
woraus, wenn man statt n der Reihe nach m, m + 1, m + r setzt, 

/'«^ — /'m =+ •'i«-|.l/'m + ^m + a/'m + l + + «^«•+r f^m-^r-l 

— «^«.l-l 9n. — ^^2 qm^l — — W,^ ^m-l-r-l 

9-i-M- — 9« = "*" ^«-»-1 9« "*• •^"•-»•« q^-^^ "*" "*" •^»t-»-'- 9"i-M- 

folgt. Es hat aber jede der Reihen 

«'s f ^\ % <^s. 

«Vo , iPi , a'a , 9 

unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder, eine endliche Summe; und da die 
absoluten Werthe von /?», q^, wie gross auch n werden mag, gewisse Granzen 
nicht flbersteigen, so müssen auch die Reihen 
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Po^o f Pi^if \P%^9 f Pi^il 

endliche Summen haben. Folglich kann man m so gross werden lassen^ dass ffir 
jedenWerth von r die Ausdrücke rechts in den vorstehenden Gleichungen, also auch 
p„^^ — p^ und (fm^r — 9^m9 dem absoluten Werthe nach, kleiner als jede gegebene 
Grosse sind. Dadurch aber ist bewiesen, dass p^ (fn nicht bloss endlich bleiben» 
wenn n ohne Ende wächst, sondern auch beide gegen bestimmte Gränzen conver* 
giren. Ferner ist klar, dass diese Gränzen nicht beide Null sein können, weil 
sonst Sn = ]/{pn+gn) für n= OD ebenfalls = sein würde; was, wie vorhin 

gezeigt, nicht der Fall ist, wofern nicht eine der Grossen i/©, Uy = — 1 ist. 

Dieser Fall aber kann ganz ausgeschlossen bleiben, weil dann jP„, für jeden 
Werth von /i, von einem bestimmten Werthe an, gleich Null sein wtlrde. 

(V.) Nicht selten trifft man eine unendliche Reihe an, deren Glieder 

Mo f Wx , l/j. M., 

ein solches Gesetz befolgen, dass sich der Quotient — ^ in eine (endh'che 

oder unendliche) Reihe von der Form 



entwickeln lässt, wo Oi . //,, a^ von n unabhängig sind, übrigens aber 

beliebige complexe Werthe haben können, auf die Weise, dass 



I^--'(;^-A -?)=«. I für „ = 00 



u. s. v. ist. 



Wenn in diesem Falle a^« die erste der Grössen a,, a,, ist, welche 

nicht verschwindet, so dass 



Lim, 



./»/•(^-l)^«. 



ist, und es ist erstens /x >* 1, so wird Un» wenn n ohne Ende zunimmt, gegen 
eine bestimmte, endliche und von Null verschiedene Gränze convergiren. 



Wird dieselbe durch u bezeichnet, so kann man ferner 
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setzen y wo ^, eine Grosse ist, die endlich bleibt^ wie gross auch n werden 
mag. 



man - 

so erhält man 



Setzt man - — = 1 + 15 1 



»'=«.('+pX'+*) (J+s) 



Nun ist aber ^^"^ A*. =: Ou ; es bleibt mithin Zr„ endlich , wie gross auch n wer- 
den mag. Daraus folgt, dass die Reihe 

*, *i 1 

ffi * 2?* 'ii^' ^* 

anabhängig von der Anordnung ihrer Gh'eder, eine endliche Summe hat, weil 
Dies ffir die Reihe 

1 1 1 1 

gilt, wie es bereits für /i = 2 im Zusätze zu (No. IL) gezeigt wurde, und daher 

auch feststeht, wenn /x >* 2 ist Damit ist aber nach (No. IIL) erwiesen, dass u« 

für n = 00 einen bestimmten endlichen, von NuH verschiedenen Werth annimmt 

Bei diesem Beweise ist allerdings vorausgesetzt worden . dass keine der 

Grossen tio» üi» gleich Null sei; der Satz bleibt aber auch gültig, wenn Dies 

nur für alle die Grossen» von einer bestimmten Grösse an. Statt findet Denn es 
sei die Grösse die m^, so setze man /» == m -f- r; dann ist 



^ * *^" /- ■ m^Ml "^ 



gfM-l 



woraus 9 sobald r> m ist^ 

***^ ^ 1 •*. 5i -f. ^"^' . 



folgt, wo a^^ ^V-Hi 9 ^on r unabhängig sind. Mithin bekommt u^^ für 

r = QO einen endlichen, von Null verschiedenen Werth. 
Ist nun lAin. ^ —. ^ 

so setze man uT — Pn + «<v„, /r„ = g^, + iä„; alsdann hat man: 

M« — i/„-i = — -T — (p„ + Wn) , und 
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daher, wenn man gn^n — K«^n=Pn i ^»«^^ + A„ p„ = q^ setzt, 

Substituirt man nun der Reihe nach n + 1, 71 + 2, .... n + r — 1 statt n, wo r 
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und addirt die so entstehenden Glei* 
chungen zu der vorstehenden , so ergiebt siqh : 

oder auch , wenn 

_ t 1 

^-^ — (n + ly*"*" ■^'Cw+ry» 

ist , und P„^ einen Mittelwerth zwischen der grossten und der kleinsten der 
Grossen /7„^i9 ^ Pn-^rj und «b^n ^^^Qn,r einen Mittelwerth zwischen der gros- 
sesten und kleinsten der Grossen ^„^.i» , qn^r bezeichnet: 

Lässt man nun r ohne Ende wachsen, während n constant bleibt, so nähert sich 
Min+r derGränze u\ eben so nähert sich cr^r einer Gränze« die durch <r^ bezeichnet 
werden möge, und deshalb müssen auch P^^r» Qn,r gegen bestimmte Gränzen con- 
vergiren ; welche P^ Qn sein mögen. Man erhält daher 

w, = i/-cr.(P, + iQ,), 

und e^ i^ klar, dass P„, Q„ endlich bleiben, wie gross auch n werden mag, da Dies 
für g^ hn, fj,f iVn» diso auch für /?„, q^, der Fall ist, und also Gränzen sich müssen 
angeben lassen, dieP.,,. undQ».,. und mithin auchP»» Qny dem absoluten Werthe 
nach, nicht übersteige^ können. Ferner ist 

— ^ 1 1 
^»— (n+l)^'*"(n4-2>'"*"(n + 3y''*' * 

_ _! 1 1 



= /_L_ 1 \ 1 

< V(ii+l)*'*'(n+2)»'*' J'(n^iy-^ 

= (—iL— 1 \ JL 

< V«(n + l)'*'(«-^l)(n + 2)'*" yV-»' 

_ /l 1_ _1 I_ \ 1 

— V« «-♦.l"*'n+l n-f.2"*' /V-« 

1^ 
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Man kann also c„ = 2, setzen^ wo £. ein echter Bruch ist« und wenn man 

e;(Pn + iQ») durch — (^^ bezeichnet^ so hat man : 

und es bleibt i^^ endlich, wie gfoss auch n werden mag. 

(VI.) Wenn aber zweitens ai nicht Null ist, so sind drei Falle zu un- 
terscheiden. 

(A.) Ist der reelle Theil von Oi positip^ so wird i/„ unendlich gross für 
n = 00 ; 

(B.) Ist der reelle Theil von a^ NuU^ so bleibt zwar Un endlich, wie gross 
auch n werden mag, nähert sich aber, wenn n beständig zunimmt» keiner 
bestimmten Gränze. 
(C.) Ist der reelle Theil von öi negativ^ so wird u^ = für n = od . 
Es sei ai9 = g^ -f- hi und es werde 

?.=0+i)(»+i^) (i+if.) 

# 

gesetzt, wo m eine ganze positive Zahl bedeuten soll, die dem absoluten Werthe 
nach grosser als g^ sowohl als auch h ist. Dann hat man ; 

Un , tin~i Un PiH-I.git-I 



= (i+5*.....Xi-f*.....Xi-if- ) 



^-If- 



wo a^ u. s. w« von /> unabhängig ist Mithin convergirt, nach dem vorhergehenden 
Satze^ ^^f wenn n beständig zunimmt, gegen eine bestimmte endliche und von 

Null verschiedene Gränze^ und man kann 

Un . e , 

Pn»fn U 

CNlIe^ J.»nal f. d. M. Bd. {,1. Wt 1. 4 
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setzen , wo p von n unabhängig ist, c?» aber stets endlich bleibt. 
Setzt man q„ = q\ + «V»? so hat man : 

gWn+gWn = (i+ 5*)(i+ ös^) (i+öJT^) ' 

und es nShert sich diese Grosse, nach (No. I.), wenn n ohne Ende Wächst, einer 
bestimmten^ von Null verschiedenen Gränze, weil die Reihe 

t»t » (m + iy* 

eine endliche Summe hat Mithin bleiben auch ^', und q\ stets endlich« 
Bezeichnet man znrz, durch //i. so hat man: 

also 

Setzt man in diesen Gleichungen statt n der Reihe nach n, /i + 1, )^ + ^ und 

addirt sie dann, so erhält man : 

9^ — 9L1 = —('• + /»+i + + ^.+1^1) y»V 

9^;^ — 9L1 = ('» + '.M-i + + 'i^i^i) yivr ; 

wo 9!,^ einen Mittelwerth der Grossen q'^i^ 9I, •••• , g'n-^r^i^ und 
9,^ einen Mittelwerth der Grossen qi^i^ qi^ , qUr^i 

bedeutet Nun bleiben aber die Werthe der Grössen links in diesen Gleichungen 
stets endlich, während die Summe 

wenn r wächst und n constant bleibt, über jede Gränze hinaus zunimmt Daher 
müssen 9^, 9)^^ beide sich der Null nähern, wenn r ohne Ende zunimmt, n aber 
unverändert bleibt* 

Es werde nun n so gross angenommen , dass die Differenz zwischen zwei 
aufeinander folgenden Gliedern der Reihe ^l-u 9», 9»^.i9 **'*«aD, dem abso- 
luten I^etrage nach, kleiner sei als eine beliebig angenommene, noch so kleine Zahl 
JB; was möglich ist, weil qn^r-^qn-^r-i—'^tn^rqUr^i^ und U^r beliebig 
klein werden kann, wenn nur n gross genug angenomipen wird, während 9»Vi..i 
stets endlich bleibt. Femer sei r so gross, dass auch der absolute Betrag von 
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q^r kleiner als E ist. Haben dann in der Reihe 9I.1) q\^ ^»^.r-i sämmtliche 
Glieder dasselbe Zeichen , so ist q'n^r dem absoluten Betrage nach grosser als das 
kleinste derselben ; dieses muss daher von Null weniger verschieden sein, als E. 
Im entgegengesetzten Fall aber müss es zwei unmittelbar auf einander folgende 
Glieder von verschiedenen Zeichen geben^ und da die Differenz derselben kleiner 
als E ist 9 so folgt 9 dass jedes von ihnen kleiner als E ist« Man sieht also^ dass 
man^ wenn man in der Reihe q^j ^'j^.***-? von irgend einem Gliede aus weiter 
geht^ stets auf eins kommen muss, das dem absoluten Betrage nach noch kleiner 

als jede gesehene Grosse ist. Dasselbe gilt für die Reihe ^09 ^i 9 

Nun nähert sich aber der Werth von q'n q'n + q'n q% wenn n beständig 
zunimmt, einer bestimmten Gränze G] und wenn daher wieder E eine beliebige 
kleine Zahl ist, so muss man, ausgehend von einem beliebigen Gliede der Reihe 
q^y ^i)^*«*« unter den folgenden stets auf eins kommen, für welches die Bedin- 
gungen ' ^ _^ '* ..>G-E 

y»y»+9»y»<G^^ und 

q"uq:<E 

erfüllt werden. Dann hat man q'n q'n ^"^ •r.i d. h. es muss auf jedes Glied 

der Reihe ^09 ^19 *-"*) wie weit vom Anfange entfernt es auch sei, stets wieder 
ein solches Glied folgen, welches seinem absoluten Betrage nach der Gränze yG 

beliebig nahe kq;mmt Dasselbe gilt von den Gliedern der Reihe ^09 q'iy » 

und somit ist erwiesen, dass sich qn^ wenn n beständig wächst, keiner bestimmten 
Gränze nähert, sondern sowohl der reelle, als auch der imaginäre Theil dieser 
Grösse, zwischen zwei verschiedenen endlichen Gränzen schwankt. 

Für das Product pn folgt unmittelbar aus (Nr. I), in Verbindung mit dem 
Umstände, dass die Reihe 

g g 



keine endliche Summe hat: 

\j\in.pn = 00 , wenn g positiv ist und 

JJ\u\.pn = , wenn g negativ ist. 

Aus der Formel 

ergebt sich jetzt olme Weiteres Folgendet. 
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1. Wenn g posäip ist, so wird der aaaljrtische Modal von tu unendlich gross 

für n = OD ; 
% Wenn g negatip ist, so wird derselbe unendlich klein für /i =s cd ; 
3. ^enn g = Null ist, so nähert sich derselbe, wenn n bestandig zunimmt, 

zwar einer bestimmten Gränze ; aber da dann u. = p^« + -^^ und 

Lii^< — ^ = ist^ so convergirt u^ selbst, gegen keinen bestimmten Werth, 
sondern scfiivankt. 

Ahm* Unter der hier absichtlich vermiedenen Voraussetzung der Lehre 
von den Potenzen mit beliebigen Exponenten, lässt sich der vorstehende Satz viel 
kurzer begründen. Denn es ist 

= 0+^ )■ 

folglich uAhert sich^ wenn n ohne Ende zunimmt, '^f:^ nach (Nr« 5) einer be- 
stimmten ^ von Null verschiedenen Gränze; und wenn man dieselbe durch v be- 
zeichnet, so kann man 

oder li, = /i'- ^p+ ^) [cos(Mog/i) + isin (Alogn)] ; 

setzen, wo c^ stets endlich bleibt. Aus dieser Formel folgt der zu beweisende Satz 

unmittelbar. 

(VII) Wenn wieder 

- - ^ n All ' 



ist, so weiss man^ dass die Summe 

(A.) Ut + iii« + aia:* + -I-IJ;«^, 

wenn n ohne Ende zunimmt ^ gegen eine bestimmte endliche Gränze cot- 
pergtrt^ sobald der analytische Modul von x kleiner als 1 ist; so wieauch^ 
dass sie dipergirty wenn der genannte Modul grösser als 1 ist. Beides gilt 
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auch) wenn /„ den analytischen Modul von u», 4 den von x bedeutet, für 
die Summe 

(B.) /• + /,4 + /a4' + + ^»4^ 

Ist aber der analytische Modul von x gleich 1, so finden folgende Sätze Statt. 

1. Die Summe (A) convergirt^ wofern nicht o? = 1 ist, sobald g negatw^ die 
Summe (B) aber nur, wenn g< — 1 ist. 

2. Wenn aber o? = 1 ist, so convergirt (A)» und dann gleichzeitig auch (B), 
nur dann, wenn g<. — 1 ist; sie bleibt zwar endlich, wie gross auch n 

werden mag, wenn ^ = — \ und A ^ ist, sie schwankt aber, und diver- 
girt in jedem andern Falle. 

3. Beide Reihen dwergiren^ wenn ^ > ist, indem dann weder ii.a?", noch 
'n4% für /» = OD unendlich klein werden. 

Da der analytische Modul von x der Einheit gleich sein soll, so ist die 

Summe (B) gleich 

/• + /i + + /». 

Ferner, wenn 

^=>-*^-^- 

ist, so ist 



^tzt man nun , indem m eine ganze positive Zahl bedeutet, die dem ab- 
soluten Betrage nach grosser als g ist, wieder 

/>• = (l + IX» + ÄTi) (l -^ i^J ' 

so kann man , wie in (Nr. IV) gezeigt wurde, 

setzen, wo t von n unabhängig ist, t'^ aber stets endlich bleibt. Nun ist 
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Setzt man in dieser Gleichung statt n, der Reibe nach l) 2^ •••••, it, so 
erhält man , durch Zusammenziehung der so entstehenden Gleichungen : 

(m + n)/;„— /?i;^o=:(^+l)(/7o+;?i + -t-/?,^,). 

Aus dieser Gleichung aber ist zu sehen^ dass es^ wofern nicht g" + 1 =^ ist, zur 
Convergenz der Summe 

;?«+;?i + -^p^i 

hinreichend und nothwendig ist, dass (jn + n)p^ einer bestimmten Gränze sich 
nähere, wenn n beständig zunimmt Dies kann aber, da • 



ist, nur dann geschehen, wenn ^ + 1 negatw ist, (indem der Fall g^ -f- 1 = aus- 
geschlossen ist), wo dann (m + n) p^ für /i = od (gemäss No. VL) zu Null wird^ 
Ist g^-f-l := 0, so hat man 

p. = {^-U^-^d (i-d:^)-=ii-a 

Diese Summe ist aber (No. U. Zus.) divergent. Mithin ist es zur Convergenz der 
Summe 

;?o+A^i + +/?» 

nothwendig und hinreichend, dass ^<;— 1 sei. 
Nun ist aber 

Wenn daher gr< — l is*> «o wird auch /0+/1 + +/, convergiren« indem 

i' ©' 
{t\pd + lipM + + "IT" g'«*'c*^z«i*^'g niit/?i+;?a+ -^Pn convergirt. 

Wäre gr>— I5 aber <0, so würde von diesen beiden letzten Summen 
die erste divergiren, die andere aber, da 

H-^v- 1.'-^ - + i* )0 - -1) = •--^- 

ist, noch con vergiren ; (biglich würde auch /o ^ '1+ + ^ divergiren. Dasselbe 
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findet Statt, wenn ^>0 ist, weil dann /. für /i s= od nicht unendlich klein wird. 
Man sieht also, dass die Reibe (B) convergirt, oder divergirt^ je nachdem g<, -^ 1 
ist. oder nicht. 

Hinsichtlich der Summe (A) ist es zur Gonvergenz zunächst erforderlich, 
dass Lim • /„ = sei, weshalb ^ < sein muss. Dies vorausgesetKt, werde 

- (.^£±i'X, + |±«) (I-.C±^) = P. 

gesetzt, so hat man: 

- 1+^'- 

Mithin kann man. (nach No. IV) 

setzen, wo wieder c von n unabhängig ist, w^ aber stets endh'ch bleibt. Ferner sei 

5'„ = P,x4-P,x*+ +P.X" 

Ä-.Ä (P,.P,« + J«',.P^«+ + ^P»x"; 

dann hat man 



und da g" — 1 <C — 1 ist. so convergirt, wenn man durch Q. den analytischen Mo- 
dul von Pn bezeichnet, nach dem vorher Bewiesenen die Summe 

iei+5ft+ +?' 

und daher auch, indem x'^Wn stets endlich bleibt, S"n. Daraus folgt, dass 5„ con* 
pergirt^ schwankt^ oder diPergirt,_]e nachdem das Eine oder das Andere mit Sn 
der Fall ist. 

Es ist aber 
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Die eingeklammerte Summe con vergilt; was gerade to gezeigt wird ^ wie für S'^ 
und Lim*Pn =5 0, weil g negativ angenommen worden; folglieh wird auch 

(1 — ai)Sn, und, wenn nicht 1 *- x = 0, auch «SL convergiren. 
Die Summe (A) convergirt also stets, wenn ^<0, und nicht x = 1 ist. 
In diesem Ausnahmfalle ist 

wie es sich unmittelbar aus der im Vorhergehenden gefundenen Formel fflr die 

Summe ;9o +/?! + +Pn^i ergiebt, wenn man in derselben ^ + Ai für g und 

71 + 1 statt n setzt. Es wird daher, wofern nicht etwa ^ = — 1 und zugleich 
A = ist, Sn convergiren, wenn sich (m + n+l)P^^, bei beständig zunehmen- 
dem Werthe von /i, einer bestimmten Gränze nähert. Dies kann , da 



{m + n).Pn 


-(i-f^- 


■•x>- 




_ i+t+l+U 


+ 



ist, nur geschehen, wenn g + 1<0 ist, indem der Fall ^+1=0, A = aus- 
geschlossen ist. 

Ist g+l =0 und A=0, so ist die Divergenz der Summe P^+Pji;+ + -P» 

bereits im Vorhergehenden bewiesen. 

Folglich convergirt, wofern x=l ist, die Summe (A) nur, gleichzeitig mit 
der Summe (B), wenn gr< — 1 ist 

Wenn g' = — 1 und Ä ^ 0, so bleibt der Werth von (m + n + 1) P^^ 
nach (No. VI.) zwar stets endlich, nähert sich aber keiner bestimmten Gränze. 
Dasselbe gilt also auch von Sn und von der Summe (A). 

Wenn endlich gr>— 1# alsogr + l>0 ist, so wird der Werth von 
(m + n + l) Pj^i unendlich gross für häGD. Mithin divergirt in diesem 
Falle iS., und auch die Summe (A). 

Damit ist der aufgestellte Satz in allen seinen Theilen erwiesen. 

Anm, 1. Setzt man statt Un den in der Anm. zu (No. VI) gegebenen 

Ausdruck i/„ = ^^^ + iF«^ t »o ist leicht zu sehen, dass die Summe (A) gleich- 
zeitig mit der folgenden : 

concergirt, schopafiki, oder dicergirL 
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jinm. % Die Sätze (V. bis VII.) stimmen, wenn man den in ihnen yorkom» 
menden Grossen nur reelle Werthe beilegt, im Wesentlichen mit denen flberein, 
welche Gauss in der Abhandlung: ^^Disquisitiones generales drca seriem infinitam* 



•» 



1 + 7--X+ 2.y(y+l) ^ + ' 



9» 



begründet hat Mit der hier gegebenen Erweiterung dienen sie für eine grosse 
Menge von unendlichen Producten und Reihen , die in der Analysis vorkommen, 
zur Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz derselben. Aus diesem 
Grunde habe ich sie hier ausführlicher entwickelt, als grade für den nächsten 
Zweck nothig gewesen wäre. Uebrigens würden sie sich ohne Mühe noch be- 
deutend verallgemeinem lassen. 

6. 

Jetzt zurückkehrend zu der Gleichung (43, $. 4), gebe ich derselben, da 

(Uf + xy ^ u.(u+x)(u^2x).....(u^^(n^l)x) 
(«-♦.>«,-♦-«)" "" («-f-Jfa;)(ii4.yxH-«) (k + O -♦-» — 1)«' 



m 



und Linut ,^^.^ — I =5 l-^ ist, indem ich 

(44.) n^u(l + u)(l +. ku) (^) = F(u,n) 

setze, die Form: 

Nun ist 



■ *~ .2«« + 



also conrergirt FCu,n), wenn n ohne Ende zunimmt, gemäss (No. V. §* 6), gegen 
CnU.»! Jonnd f. d. M. B4. U. Heft 1. 5 
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eiae bestimmte endliche Gränze ^ welchen Werth auch u haben mag. Bezeich- 
net man die Gränze» die eine Function von u ist, dorch Fe (u)^ so luit man: 

(46.) Fc(u) = Lün.\rr\u{l + u)(l + \u) (l + j^)}, 

oder (47.) Fc(u) ^ un\(^J(l + l)\ 

a= 1 00. 

Es zeigt sich aus diesen Formeln zugleich, dass Fe (a) nur yerschwindet, 
wenn u der Null, oder einer negatiyen ganzen Zahl gleich ist. Hiernach ist 

und es muss daher^ wenn es wirklich eine Function /(i/) giebt, die der Gleichung 
(41) genügt^ auch ^ x einer bestimmten Gränze sich nähern, wenn n be- 

ständig zunimmt; wenigstens insofern nicht ^^(^) = 0^^^- Bezeichnet man diese 
Gränze durch t{>(i/)» so erhellet, dass 

(48.) al;(a + x) = i|;(w) 

sein muss, mdem Lim. ■ , ^ ^ Ty = Lim. -v ^^^^^^y ist. Dann erhalt man 

(49.) /(a) = a;ir.-_iL-.^(^), 

Fc{- + y) 

Umgekehrt lässt sich nun erweisen, dass jede Function von Uy welche durch 
diese Formel dargestellt wird, wenn nur if^Cw, x) die in der Gleichung (46) 
ausgesprochene Figenschaft hat, der Gleichung (41) genflgt. Denn es ist 

-MPi , -i V „.u^t (u-*-l)(u + 2) (tt-f-n) 11+ n _,, . 

uF{u+l,n) = n-^' 1 .2r:.^rri) -Fiu.n), 

woraus für 71=00, 

(50.) Fc(u)=zuFe(u+l) 

folgt. Mithin ist 
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Oder 37-r = — , 

welches die Gleichung (4f) ist 

Um nun die Function t|* (u) zweckmässig zu bestimmen, ist zu untersuchen, 
ob es so geschehen könne, dass f(u) auch an der angeführten Eigenschaft von 
(u. + x)y. für den Fall dass y eine ganze Zahl ist, nach welcher 

ist, Theil nimmt "Wenn Dies sein soll, so muss man inFolge der Gleichung (45), 

FcO 



iöi.)(u,+i>!y — v*' 



definiren. 



Jb(^ + y) 



Nun ist in (§• 3) mittels der beiden 9 aus («50 und 46) folgenden Glei- 
chungen 

(52.) Fc(ü) = i/(u+l) (u+n — l)F€(u+n) 

(53.) Feil) = 1 

gezeigt worden , dass 

ist; wobei zu bemerken, dass hier, wie auch in (46), unter rT" derjenige Werth 
der Potenz zu verstehen sei , welcher durch die Formel 

n^ = l — wIognH j-^ — H 



gegeben wird, wenn von den verschiedenen Werlhcn von log /i der r^e/fe Werth 
genommen wird; unter welcher Bedingung Fc(u) zu einer ^i>u2^i//^^7i Function 
von u wird. 

Hiernach ist 

rc(? + i») 

(11 + na? , 4- x)«^ =5 x^ • *— -r ■ • 

6* 
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(u + iu,+xy ^ (n*y /^>(; + ») n-l-'.Fejn) . 
(u + iutf («+««y m-rFc(.n) FeQ-hif + n) ' 

mithin ist in der Tbat: 

kiDsichtlich derFanction Fc(u) ist noch zu bemerken, das$ sie durch die 
Gleichungen (50 ^ 53^ 54) yoUständig bestimmt wird. Denn aus (50 und 53) 
folgt 

F^r^^- *^''"*"^^ »-f-n-l) Fein) . 

woraus sich mittels (54) die Formel (46) ergiebt 

Durch das Vorstehende sind also jetzt folgende Resultate erlangt« 

L Es giebt eine, und zwar nur eine, für alle Werthe der unbeschrankt 
veränderlichen Grösse a geltende ^ eindeutige und für keinen endlichen 
Werth von u unendlich werdende Function Fc(u), welche die in den Glei- 
chungen 

Fc(u) = uFc{u + l), 

(56.) Fc(l) = 1 und 

ausgesprochenen Eigenschaften hat^ und die durch die Formel 

dargestellt wird. 

IL Es giebt eine 9 und zwar nur eine^ von drei unbeschränkt verän- 
derlichen Elementen 9 der Basis u^ der Differenz a: und dem Exponenten y 
abhängige und durch (1/,+^)^ bezeichnete Function, welche diejenigen 
Eigenschaften hat, welche die Gleichungen 

aussprechen > in denen sich das Zeichen J auf u bezieht und Jei = ^ ist; 
so wie durch 



w 'ii^i^'^Ti^}»»'- 
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wo n eine ganze posätpe Zahl bedeutet Durch diese Gleichung wird die 
Function vollständig hestimmt. Ihr allgemeiner Ausdrude ist 

H-) 

(59.) (u,+a:y = ^' ' , 
oder ^(=-^*> 

(60.) (« , + a.)r =: ^. -J5_ .^. j(^'. ^+^ \ 

«^ —•• • 

Aus der Formel (59) ergeben sich dann, wie in (§. 1.) gezeigt, för (i/,+ a?> 
die Grundgleichungen 

(6i.)(tt,+^)^=(M,+x)'(a+j.x,+x)» . («,+x)'-*=(;j:^:^^' 

(fi2.)(kuf*-kxy = k'(u, + a;y und 
(6.3!) (u, + xy = u, 

aus welchen sich nun eine Reihe anderer, z. B. 
(64.) (i/, + ar)» = l 

(65.)(«, + ^)->==: (,^^\^,^ 

(66.) (u,+xy = a(u+*)(u+2:r) (u+(y- 1)*) j ^^„„ ^ ^.^^ „„j 

(67.) (u.+ x)- = ,^^.,_a^^ „y^ i positiv 

(68.) iu,+xy = (£)». ('»-"^/t ! , 

(»,-*-»)= * 

wo p und w ganz beliebig sind, u.s. w. herleiten lassen ; wie Dies in dem Cr£i/<?'schen 
»Me'moire sur la th^orie des puissances , des Functions angulaires et des facultas 
analytiques" zu sehen. 

Ich bemerke noch, dass die Formel (43), welche aus der Bestimmungsglei- 
chung (57) folgt, durch das unendliche Product (60) zu dem Ausdrucke von(u,+dr)y 
mittels der andern (58) unmittelbar führt, dessen Convergenz nach dem Satze 

(Nr. V §. 5) feststeht, sobald nicht ~+7 Null oder eine negaÜpe ganze Zahl 

ist. Wenn aber - -|- y s= — ni ist (unter m eine ganze positive Zahl, Null ein* 
geschlossen, verstanden), so folgt aus (68), indem man p =s 1 , cp = 1 setzt : 

<«• + *>' -(1, +!)-'--• 



38 1* Wüerstrai$f über dk and. FacuÜäten. 

Aber (1^ + 1) ist nach (65) = q, so dass also die Fomi q, welche in diesem 

Falle das Product (60) annimmt, durch die Natur der Function (u^ + x)^ gefor- 
dert wird. 

Nachdem auf diese Weise eine Definition derFacultät (u,+x)v gefunden 
ist 9 die nicht mehr Bestimmungen enthält, als nöthig sind, und die alsbald zu 
einem allgemeinen Ausdrucke, so wie zu den wichtigsten Eigenschaften derselben 
führt, gelangt man auf einem ganz ähnlichen Wege zu der andern Facultäten- 
Form (w, — a?)y;.worunter, um wiederholt daran zu erinnern , m'cht (w^ + (— "x))f 
verstanden werden soll. 

Sie wird nämlich durch die beiden Gleichungen 



(69.) 




(70.) 


ifSi («+«-K i-i' 


definirt; wo aber jetzt 


i^u = — o? zu setzen ist. 


Dann folgt aus 


(69): 




(u-x,-xy-(u,-xyi yx 



(m — a;,— a;)» = — ;j (u^ — xy, 

und hieraus, indem man u + x statt u setzt: 

(w, — x)» = —^— — (a+a;, — ar); 

weiche Gleichung zu der folgenden : 

(«,-x)» 

~7"~?Tlv~'TT7\ ^ ü+ix ^"*''*' 



.-«>' 



führt. Setzt man jetzt (u+nx, — xY statt 

* ' (u + nxyi ' _!L_i Att-4- W » 
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und dann 71= od , so erhält man« gemäss (70 und 46): 



(71.) (li,— a:)" =5 «*. — -— , oder auch 

Fcil+l) 

Oaal OD 

Zugleich lässt sich aus der Formel (71) mittels der Eigenschaften der 
Function Fc(u) ohne Weiteres beweisen, dass die durch dieselbe ausgedrückte 
Function (u,^xy wirklich die in den Gleichungen (69, 70) ausgesprochenen Ei- 
genschaften hat. 

Es ergeben sich aus ihr fiur (ju, -^xf die Grundgleichungen : 

(73.) (a,-x)»^ = (.x,-x)»(a-j.a;.-*)*, («.-x)>-* = (^ ^7'^_^y . 

(74.) (jkui- kxy = Ä» (m, — ar)*, und 

(75.) . (u, — icy = « , 
aus denen wieder die folgenden : 
(76.) (u,-.a;)»=l, 

(78.) (u,-a:)''=:u(u-a;)(u-ar) (u-(y-l).)\ ^^on ^ gan. und 

(80.) (u,-.)>^(f/- ^— >;'r u.,.w. 

(«»,~tDr • 

hergeleitet werden*). Ferner bat man: 

(81.) («.-x)» = {u-¥x-yx , +x)» = (M-».;p,+g)-» 

(82.) (u,+ x)y = (tf-x + yx.- X)» =s ^- __^^ _^^_y . 

*J E« iit hierbei lo bemerken, diM, obwohl («, — c)y nicht gleich (w, -t- ( — a» itl, gleich- 
wohl eile «Qf 4en Gleichaogen (73—75) ohne Zntiehang von (70) folgenden Gleichangen aus den enitpre- 
ehenden fOr («i,.f.»)r durch Verwendlang von • in (— •) eich ergeben. 
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Setzt man enuijch in (59) u =: rr s= 1 » und li — 1 für y , so findet sich 

(83.) ^^C^) = (T7inFi' 

und wenn man in (71) a = 0, a? = 1 und — a + 1 statt y setzt: 

(84.) Fc(m)^ (0,-1)^-, 

so dass also die FcLCtorieUe Fc(ju) selbst eine Facultäi ist. 

7. 

Es ist oben angegeben worden^ dass sich die Function Fc(u) nach ganzen 
Potenzen von u in eine beständige d. h. für alle reellen und imaginären Werthe 
von u convergirende Reihe entwickeln lasse; so wie, dass die Reihe, in welche 
man die Facultät (u,-hxy nach steigenden Potenzen der Differenz o? entwickeln 
kann, niemals convergent ist Es scheint mir nicht unangemessen, auf die Recht- 
fertigung beider Behauptungen näher einzugehen. 

Zu dem Ende stelle ich hier noch einige Sätze über die Convergenz der 
unendlichen Reihen zusammen, welche hier, so wie auch im Folgenden, zur An- 
wendung kommen. 

1. Wenn man eine unendliche Reihe von der Form 



2aa,ß, ....x«y^ 



hat, wo X, y veränderliche Grossen, und a, /?, ganze Zahlen sind, 

von denen jede, unabhängig von den andern /alle Werthe von bis + od 
durchläuft, und es lässt sich nachweisen, dass die Glieder derselben, wenn 

für a^,y, bestimmte Werthe a^^ y^ gesetzt werden, endlich bleiben« 

wie gross auch a, ß werden mögen: so convergirt die Reihe für alle 

Werthe von jt, y , die, ihrem analytischen Modul nach, beziehlich kleiner 

als j7o9 yo ^^°^» unbedingt. 

Bezeichnet man nämlich die analytischen Moduln von 



durch ^«,yy, 5» nj <?#, ^e, 



so lasst sich, der Voraussetzung nach, eine (positive) Grosse G angeben, die grosser 
ist als 
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welche Werlhe auch a, ß haben mögen. Alsdann ist der Modul von a^ß^ 

kleiner als G^f^rjf^ , also der Modul von a^ß^ afy^ kleiner als 

ö4o""^Vo^ •'••• <?*i;^i und daher die Summe von beliebig vielen Gliedern der be- 
trachteteil Reihe kleiner als. 

'''-''''' '-' =Mxi^' 

wofern ^ < 4 ^ V^Vo ♦ wodurch der aufgestelhe Satz erwiesen ist. 

Eine Reihe soll unbedimgt convergent heissen, wenn sie es bei jeder be- 
liebigen Anordnung ihrer Glieder bleibt. 

(2.) Es seien die Glieder einer unendlichen Reihe 



9,9', 9'' 



Functionen beliebig vieler Veränderlichen o;, y , die sich nach ganzen 

positiven Potenzen von 00^ y^ in Reihen entwickeln lassen« Ferner sollen 

ilr, t|i', ij;"»-.* diejenigen Reihen bezeichnen^ in welche die Reihen-Aus- 
drucke von 9, 9^ tf'\ dadurch übergehen, dass jeder Coefficient derselben 

durch seinen analytischen Modul ersetzt wird. 

Wenn nun für bestimmte positive Werthe 4» ?;, von a;, y die 

Reihen %|^, ip^ a|;^' sämmtlich convergiren^ so wie auch ihre Summe 

so ist Dasselbe auch der Fall mit der Summe 



9 + 9' + 9'' 



für alle Werthe von x»y^ ^ die, ihrem analytischen Modul nach, nicht 

grossersindals^? «7, ••• Und wenn man durch €Za,;9, ••• 9 ^V/v.*** 9 ^'\ß, 

die Coefficienten von x'^y^ in den Reihen für 9, 9 9"...-. bezeichnet und 

«M» + ^a,ß,^ + o^'iß, 9 -*• = A/»» 

setzt, so ist für die genannten Werthe von x^ y^ auch die Reihe 

2^ajj ac-y^ 

convergent, und gleich der Summe 

9 + 9' + 9'' + 

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus dem vorhergehenden und aus 
dem Begnffe einer unbedingt convergenten Reihe« 
CreUe'f Journal f. d. H. Bd. LL Ikfl 1. ß 
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(3.) Wenn die Reihen 

9 — ^o^fl, ^V y Vi = Sf>a,ß, xV 

beide für alle Wertbe von x, j, , die dem analytischen Modul nach 

kleiner als beziehlich4 t;, sind^ convergiren, so ergiebtsich aus dem Tor^ 

hergehenden Satze, dass auch die Reihen 

a'+a'' = a , ß' + ß" z=2 ß, 

für dieselben Wertbe von x, y convergent sind, und die Summe, die 

Differenz und das Product von 9 und 91 darstellen. 

Daraus ergiebt sich, als weitere Folgerung: 

(4.) Wenn 9, 9^, 9,, beliebig viele Functionen von x, y, .... sind, 

die sich nach ganzen positiven Potenzen dieser Grössen in Reihen entwickeln 

lassen, und jP ist eine rationale und ganze Function von 9, 91, 9,, , so ist 

die Reihe, welche ausjP durch Substitution jener Reihen für 9, 9j^ 9,, 

und durch combinatorische Entwicklung nach Potenzen von x, / her- 
vorgeht, stets unbedingt convergent, und ihre Summe ist gleich jP, für alle 
diejenigen Wertbe von x, j,.m> für welche die Entwicklungen von 9, 91, 91* •• 
es sämmtlich sind. 

(5.) Ist aber F eine Function von 9^ 919 9^ , die sich in eine un- 
endliche Reihe 

^A^ß^ 9* 91^9»" 

entwickeln lässt, und man setzt statt 9, 9j, 9^, ihre Reihen -Ausdrucke^ 

so gelten, hinsichtlich der Convergenz der Reihe, die man aus der vorstehen- 
den durch Entwicklung nach Potenzen von x, y, erhält, folgende Be- 

stihnmungen. 

(A.) Es convergire die ursprüngliche Reihe* für F^ sobald 9, 919 

ihrem analytischen Modul nach kleiner sind als beziehlich 9, 91, , und es 

seien a|;, *^i die Reihen, in welche 9, 91 übergehen, wenn man jeden 

Coefficienten derselben durch seinen analytischen Modul ersetzt; ferner 

sei/(x,^, ) die Reihe, in welche jP durch die angegebene Substitution 

fibergeht, und 4 n* seien wieder die Moduln von x, y, : alsdann con- 

vergirt/(x, y^ *•-•-) und es besteht die Gleichung 

1^(^,9^ •....) =r/(x,y,.^...) ^ 
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jedenfalls für aUe Werihe von o?, y, , ditf den Bedingungen 

M^^ ^» ••—)<? 1 '^i(4 Vf )< 9i — • 

Gen uge leisten. Wenn daher 9)(0,0, ), 9)1 (0, 0, •••••), ihrem Modul 

nach k leiner als q, Qx, sind^ so wird die "Reihe /(a:,y, ) wenigstens ffir 

alle Wer the von x, y, , welche die bestimmten Gränzen nicht überschrei* 

ten, conrer giren. 

(B.) (Conrergirt die Reihe, in welche F nach Potenzen von 9, 9)4, 

entwickelt w erden kann, für alle Werthe dieser Grossen, so couvergirt die 
Reihe /(a?, y , ) und es besteht die Gleichung 

fi^fX^ ) = F(9' 9i' ) 

für alle diejenigen Werthe von o?» y, • für welche die Reihen-Entwick- 
lungen von (pt 9)1, sämmtlich unbedingt coovergiren. 

Anm. Es ist wohl zu bemerken , dass die vorstehenden Sätze (2 — 5) 
nicht unbedingt umgehehrt werden können , so dass man z. B. behaupten dürfte, 

es convergire /(«, j, ) nur für solche Werthe von üc^y^ , für welche Dies 

bei den Ausdrücken von 9), 91 , durch die Reihen der Fall ist Sie geben 

daher, obgleich bei vielen Untersuchungen ein nützlicher Gebrauch von ihnen 
gemacht werden kann , keineswegs die wahren Criterien , nach welchen über die 
Gonvergenz von Reihen, die nach ganzen positiven Potenzen einer oder mehrerer 
Veränderlichen fortschreiten, entschieden werden konnte. Diese Criterien müssen 
vielmehr aus einer andern Quelle abgeleitet werden ; wie ich Solches bei einer 
andern Gelegenheit zu zeigen gedenke. Ich erlaube mir nur, als ein Haupt- Er- 
gebniss meiner Untersuchungen über diesen Gegenstand 9 folgenden allgemeinen 
Satz hier anzuführen. 

Es seien Xi^x^^ ,0?» als Functionen einer unabhängigen verändere 

liehen Grosse x durch ein System von n Differential -Gleichungen 

^V^^"^ ^ dx ' dx ' dx' ' dx" »••-;-»» 

Z'iV^n«« 5 "IS" • "ifo" ' iS^ ' d^ * '••'7 ~ " 

U. 8. W. 

definirt, wo F, Fi, ganze Functionen von Xi, x%, und deren Diffe- 

rential-Coefficienten, die bis zu ein^r beliebigen Ordnung ansteigen können, 
bezeichnen y und es seien 

6^ 
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unendliche Reihen von der Form JSa^ai;^^ welche, statt a;i,(r2, a?„ in die 

auFgeslellten a =n 0--***x Differential - Gleichungen gesetz^t» denselben for-- 
/7i^// Genüge leisten: so werden diese Reiben, wenn nicht für beliebige, doch 
stets für alle solche Werthe von a: sämmtlich unbedingt convergiren^ die, 
ihrem analytischen Modul nach, einen bestimmten Gränzwerth g nicht errei- 
chen. Sie stellen dann continuirliche Functionen von x dar, welche die 
Differential -Gleichungen wirklich befriedigen. Der genannte Grenzwerth 
ist aber der Modul eines solchen Werthes von J7y in dessen Nähe eine der 

Functionen 91(0;), (p^{x), ,9^(0:), oder einer ihrer Differential-Coefficien- 

ten, unendlich gross wird. 

Fügt man zu diesem Satze, der auf alle algebraischen Differential -Glei- 
chungen Anwendung findet , und unter einigen Modificationen auch noch gilt^ 
wenn an die Stelle von JP\, JPj» überhaupt eindeutige Functionen von o?!, ara» — ^ 

j^^ "7^9 treten, die für keine Werthe dieser Grossen unendlich werden noch 

einen zweiten hinzu, der die Bedingungen angiebt, unter welchen die in Rede 
stehenden Reihen, für solche Werthe von x, deren Modul gleich^ ist, convergiren . 
so ist dadurch ein Mittel gegeben, um in zahlreichen Fällen die Gränzen derCon- 
vergenz einer unendlichen Reihe von der betrachteten Form, schon vor ihrer 
wirklichen Darstellung, mittels einer nähern Untersuchung des Characters der 
zu entwickelnden Grosse, festzusetzen; was besonders deshalb wichtig ist ^ weil 
man dann zur Bestimmung der Coefficienten jede passende Methode anwenden 
kann, ohne genothigt zu sein^ nachtrfiglich aus dem Bildungsgesetze derselben die 
Convergenz- Bedingungen der Reihe zu ermitteln: ein Verfahren, idches über- 
dies nur bei den einfacheren Reihenformen ohne Weitläufigkeit ausfgjirbar ist. 

Ich betrachte jetzt die Function Fc{u), und beschränke die Ye^iiderlich- 
keit von u zunächst auf solche Werthe von u, deren analytischer Modul kleiner 
als eine beliebig angenommene ganze positive Zahl m ist. 

Man hat 

Setzt man nun 
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so ist 



!og9(ii,m) = -s{-.wlog(l + ^) + log (l + ~^)} 

astO 0» 



«=a "• 

0=0 » 

Es set ferner 






und wenn man sämmtlicbe Coefficienten dieser Reihe durch ihren analytischen 
Modul ersetzt: 

'4'-(")='^(a(«+«)-)' 

SC Wird sich nach dem weiten der vorstehenden Satze die Suoime 

« 

nach Potenzen von u in eine convergirende Reihe entwickeln lassen ^ sobald die 
Summe 

«bO OD ^ 0=2 ••••• « 

für positive Werthe von u einen endlichen Werth hat. 
Nun ist aber 



(» + «)• »" (1-«-^"' 



und wenn man in der letztem Summe das nte Glied durch in bezeichnet: 

=1- 






•••••« 



Daher ist fiir a>l die Reihe convergent (§.5, VII, 1.); folglich ist, wenn 
:S- — 7 = s^ gesetzt wird, 



, «s^ » 0=2 OD 
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and diese Reihe convergirt, weil -- kleiner als 1 ist und die Grossen s^^ s^^ ••••• 

eine abnehmende Reihe bilden. 

Hiernach lässt sich nun log(p(u, m) nach ganzen Potenzen von u in eine 
convergirende Reihe entwickeln, und daher auch« nach dem fflnften der obigen 
Sätze (Nr. B), 

''i(^.)"('H-=)} = ^'<-' 

Dasselbe ist für alle Werthe von u mit dem Producte 

«=1 m— I 

der Fall; und somit ergiebt sich» dass sich Fc{u) nach ganzen positiven Potenzen 
von u in eine Reihe entwickeln lässt, welche für alle Werthe von u, deren Modul 
kleiner als m ist, convergirt. Nun kann aber diö Zahl m beliebig gross angenom- 
men werden : folglich muss die in Rede stehende Reihe für alle Werthe von u 
convergiren. Es ist daher Fc(ju) eine eindeutige Function von u» die^ ganz wie 
^y sina, cosu u. s. w., für alle Werthe von u endlich ^ind continuirlich ist. 

Wenn der Exponent von (i/, + xy eine ganze positive Zahl ist, so lässt 
sich diese Grösse in eine endliche Reihe von der Form 



-1 



X , ^ x^ 



i + (r)r;^ + (y).-ii 



entwickeln, wo sich die Coefßcienten (y)i, (y)j, als ganze Functionen vonjr 

ergeben. Nimmt man iury eine beliebige Zahl an, %o verwandelt sich die vorste* 
hende Formel in eine unendliche Reihe, und man hat, ähnlich, wie es sich bei 
der Binomial- Reihe bewährt 9 geschlossen, sie mflsse auch in diesem Falle den 
Werth von (u, +x)^ geben, sobald sie convergirt. 

Dass sich Dies im Allgemeinen nicht so verhält, wenn man fflr (u, + o?)' 
die oben aufgestellte Defmition annimmt ^ ist leicht zu zeigen. Aber es scheint 
mir nicht unwesentlich, nachzuweisen , dass die in Rede stehende Reihe , wofern 
y keine ganze Zahl ist, niemals convergirt, welche Werthe man auch den Grössen 
u^x*^y beilegen mag. Denn convergirte sie auch, und für alle Werthe ron u^ 
die eine bestimmte Grösse überschreiten, so könnte man sie zunächst ftir diese 
Werthe als Definition der Facultät benutzen, und dann leicht zu einer allgemei- 
nen Bestimmung dieser Function gelangen. 
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Wenn eine Reihe von der Form 

OS— OD ...•*• OD 

WO a eine veränderliche ganze Zahl bedeuten soll^ für alle Werthe von x, deren 
analytischer Modul zwischen zwei Gränzen a und b liegt» convergirt, so giebt e$p 
wofern man a; auf irgend einen, ganz innerhalb dieser Gränzen liegenden Bereich 
beschränkt, in demselben stets nur eine endliche Anzahl von Werthen, für welche 
die Reihe den Werth Null annimmt; d. h.^ bestimmter ausgedrückt: wenn x^ 
irgend ein besonderer Werth von a: ist, ^: der Modul derselben, und d eine posi« 
tive Grosse, die kleiner angenommen wird als die kleinste der Differenzen c^- a^ 
b — c, so kann von den Werthen von x, für welche der Modul von x — a?o 
kleiner als d ist^ nur eine endliche Anzahl die Summe der Reihe gleich Null 
machen. Der strenge Beweis dieses Satzes, von dem man bei manchen Unter- 
suchungen Gebrauch machen kann, lässt sich aus den oben aufgestellten Conver- 
genz- Sätzen ableiten; was ich jedoch hier der Kürze wegen übergehe. 

Dies vorausgesetzt , werde in der obigen Formel (was unbeschadet der 
Allgemeinheit gescl^ehen kann) o? = 1 gesetzt; für^ werde irgend ein bestimm- 
ter Werth angenommen , während der Grosse u nur positive Werthe beigelegt 
werden* Angenommen nun 9 die Reihe convergire für irgend einen Wertb i/o 
Yon u, so wird es auch für jeden grossem W^erth geschehen, und es ist unter 
dieser Voraussetzung 

9(a) = M^jl + (y),•- + (xV-i^. j 

eine contimiirliche Function von u, wenn diese Grosse zwischen den Grenzen u^ 
und + OD liegt. 

Wenn y eine ganze positii^e Zahl ist, so bat man g)(a + 1) ä= -— ^ ^(m) 
also 

Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung nach fallenden Potenzen von u, $0 
müssen die Coefficienten der einen Reihe den gleichstelligen der andern (flr alle 
ganzzahligen Werthe von j gleich sein; woraus folgt, dass sie es auch für alle 
Werthe von y sein werden, weil sie nämlich sämmllich ganze Functionen von y 
sind. Mithin muss die in der vorstehenden Gleichung ausgesprochene Relation 
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nberhaupt gelten, sobald nur beide Reihen convergiren ; was bei den obigen An- 
nahmen der Fall ist. Ferner ist 

(In derThat gelangt man, wenn n[)an die angedeutete Rechnung ausfährt, zu den 
bekannten Ausdrücken von Cy\ (/)a. u. s. w.) 

Vergleicht man diese beiden Relationeg^i^ den beiden für (i/,+l)y geltenden 

iu + l,-t'iy=:^^~-^{u, + lY und 



welche, wie gezeigt worden, zur Bestimmung dieser Function hinreichen, so er- 
giebt sich , dass 

sein muss. Man hat daher 

V.Fciu) = u^.Fciu + y).\l + (y\u-'^(y)2U^'i- |, 

für alle positiven Werthe von i/, die grösser als i/g sind. 

Es sei nun y ein reeller Bruch = --, so erhebe man beide Seiten dieser 
Gleichung zur vten Potenz. Dies giebt 

Fm = iif^.Fciu'+y).\l -H (^X.Hr'*(%u^fi-.^l^ 

Beide Seiten dieser Gleichung lassen sich nach ganzen Pot^n^cn von u in Remen 
entwickeln, welche, den obigen Sätzen (4,5) gemäss, nicht bloss für die erwähn- 
ten positiven Werthe von u, sondern überhaupt für alle, deren analytischer Mo* 
dul grösser als u^ ist, convergent sind. Sie mttssen daher in ihren Coefficienten 
übereinstimmen, weil ihre Differenz sonst eio^e Function von u wäre, die für alle 
Werthe von u, welche positiv und 7>Uo sind, verschwände; was nicht möglich ist. 
Sind aber die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten gleich, so muss die 
in Rede stehende Gleichung auch für alle Werthe von u richtig sein^ für welche 
beide Reihen convergiren; namentlich also auch für alle negativen Werthe, die 
ihrem absoluten Werthe nach grösser als u^ sind. 

Nun werde für u eine negative ganze Zahl ( — n) angenommen , so ist 

/^c( — n) = 0, nicht aber /Vf— 71 +-^; folglich muss 
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(iH- ex- 0-0.0- ) 

für jeden Werth von n Null sein, der > u« ^^- ^^^^ ^^^ ^^^^ ^i<^^^ möglich, und 
daher ist die Annahme , dass die Reihe 

wenn die Coefficienten {y)i9 (y)2j al« ganze Functionen von y so bestimmt 

werden, wie es nothig ist, damit sie für ganzzahlige Werthe von y, der Facultät 
(u, + l)y gleich wird^ für irgend einen Werlh von u convergirc, sobald y ein 
Bruch ist, unstatthaft. 

Damit soll jedoch keineswegs behauptet werden, dass die Differenz zwischen 
(m, + \)y und der Summe mehrerer der ersten Glieder der Reihe, wenn u ohne 
Ende wächst, nicht kleiner werden könne, als jede gegebene Grösse. Indessen 
leuchtet ein^ dass sich aus der in Rede stehenden Reihe, hinsichtlich der Facultät 
(a, + x)y9 namentlich was das Verhalten derselben betrifft, wenn der Quotient 

-unendlich klein wird, ohne Betrachtung des Ergänzungsgliedes, welches der 

Reihe hinzuzufügen ist, sobald man sie mit irgend einem Gliede abbricht, durch- 
aus keine sicheren Schlüsse ziehen lassen. Ein brauchbarer Ausdruck dafür 
durfte sich aber nur mit Schwierigkeit ermitteln lassen. 

8. 

Ich gehe jetzt zu den Entwicklungen von (i/H-/r,-l-x)y und (a+ Ar, — xyf^ 
so wie von log(u, +x)8r und log(t/, — x)y über, welche in dem erwähnten 
CreUe^scYitu „Memoire^ aus der daselbst als allgemeine Tby/orsche Reihe aufge- 
stellten Entwicklungsformel hergeleitet worden sind. In der Gestalt , wie sie 
dort gegeben sind , ist ihre Richtigkeit ausser Frage , indem sie identische Umge- 
staltungen der zu entwickelnden Functionen sind, und dem allgemeinen nXen 
Gliede jedesmal der ergänzende Rest beigefügt ist. Anwendbar sind sie jedoch 
nur, insofern sich dieses Ergänzungsglied um so mehr der Null nähert^ je mehr 
Glieder der Reihe man nimmt. Ob Jenes der Fall sei, lässt sich in den meisten 
Fällen aus der Betrachtung des Ergänzungsgliedes selbst nur schwer erkennen, 
(es durfte vielleicht möglich sein, den in Rede stehenden Rest durch ein bestimm-^ 
tes Integral auszudrücken , welches eine leichtere Beurtheilung seines Betrages 
zuliesse), indem der am angeführten Orte zu diesem Zwecke aufgestellte Satz, wie es 
Grelle*« Jonniel f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 7 
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von dem Verfasser selbst in einer spätem Abhandlung über denselben Gegenstand 
bemerkt worden ist, nur dann gilt, wenn die Reihe mit irgend einem Gliede abbricht. 
Aus dem blossen Umstände aber, dass die Summe der n ersten Glieder^ wenn n 
ohne Ende wächst, sich einer bestimmten endlichen Granze nähert, lässt sich bei 
Reihen von dieser Form nicht schliessen, dass die Reihe der zu entwickelnden 
Grosse gleich sei. Denn gesetzt, es sei für eine gewisse Function F{a;) und für 
bestimmte Werthe von op, k, a^ wirklich 

F(x + k) = F(x) + ^'^jj^^:jy — JJ^j, 

wo Jx == a ist: so sei ip(^) eine Function von x^ welche der Bedingung 
a};(xH-a) = \p(x) genügt. Dann würde die Reihe, die sich für '\^{a:+k)F(x+k) 
findet, indem 

y .i|>(a?) . jF(x) = 1|)(:t)^^ F(x) 

ist 9 ebenfalls convergiren. Wollte man nun annehmen, es gebe dieselbe auch 

den Werth von 

x|^(ir + /r) . F(x + Ar), so dass man also 

hätte 9 so müsste 

a|)(x -f- Ä^) = a|;(ir) 

sein, für jeden Werth von Ar, für welchen die erste Reihe convergirt; was nicht 
möglich ist, wenn man nidit für i bloss Vielfache von a nimmt, wo alsdann die 
Reihe eine endliche Zahl von Gliedern hat 

Wenn gleich hiernach die Benutzung der in Rede stehenden Entwick- 
lam^ormel in- manchen Fällen nicht ohne Schwierigkeit ist, so bleibt sie doch 
jedenffalls «in treffliches Mittel , um auf einem natürlichen und directen Wege 
zu vielen Reilien - Ausdrtlcken zu gelangen; worauf dann die Untersuchung, in- 
wiefern dieselben wirklich als Aus<kficke der zu entwickelnden Grössen anzuse- 
hen sind, auf eine dem jedesmaligen einzelnen Falle angepasste Weise anzu- 
stellen ist. 

Für die Function (u,+xy hat man^ wenn man das Zeichen J auf u be- 
zieht und Ju^siX setzt : 

Aber es ist (u -f- x, + x)^"^ = (u + x, + x)"' (u,+ x)^ = ^^^ , also 
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(86.) J(u, + x)9 = yx (u + ar, + xY^K 

Durch mehrmalige Wiederholung derselben Operation folgt hieraus: 

(86.) il"(u, + x)y = x'^iy, — 1)"(m + nx, + x^'^ 
Aber et ist (u+nx^+xY^ =:(u + nx, + xY^^Uj + a?)>' s= ^^'^^y, » also 

(87.) ^"(", + a:)^ = a;-(y,~l)-[^^, Ju^x. 
Für (i/, — a?)y hat man , wenn man in der Formel (69) 

(ti — g , — ar)y — (tf , — ar)y ^ 

u+x statt 1^ setzt : 

j(uy-xy = i^(«^+^i-«)^ = y«(M, - a:;»^S 

woraus weiter 

(88.) ^(a,-x>^ = x»0,-l)"(i/,-x>^-=r^- 
(für Ju = x) 

folgt 

Die angefahrte Entwicklungsformel giebt nun 

(89.) (u+k,+ xy 

= («,+«)«' |H--+ ,2) -«-(5:;:^+ •^(i, + i)--(«,+«)-! + '^-' 

WO jß« das Ergänsungsgh'ed bezeichnet, auf dessen Ausdruck es hier nicht weiter 
ankommt. Wenn y eine ganze positive Zahl ist, so bricht die Reihe mit dem 
y •«■ Gliede ab und giebt den vollständigen Ausdruck für (u + k, + x)y. In jedem 
andern Falle aber ist die Zahl ihrer Glieder unendlich, und es ist zu untersuchen: 
erstens^ unter welchen Bedingungen sie dann eine endliche Summe habe; und 
zweitens 9 ob diese Summe wirklich = (i/ -f- ^, + x)y sei. 
Für den ersten Punct werde 









gesetzt \ dann ist 




7» 
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i±i«i 



Die eingeklammerte Reihe, ins Unendiiche fortgesetzt, hat nach dem Satze (§ 5, VII, 1) 
eine endh'che Summe, sobald der reei/e Theil von 



— — + y positiv ist. 



Nun ist, wenn x = 1 gesetzt wird. 



Bezeichnet man diesen Ausdruck durch ^(u), so ergiebt sich 

<p(u-*-l)- (^^.y)(,^^) cp(«) (57.) uno 

Lim.g3 (m + n) = 1 (58.) 

Setzt man daher 

so ist zu untersuchen, ob ffir alle diejenigen Werthe von li, für welche die Reihe 
convergirt, ebenfalls die Relation 

sich ergebe. Erfolgt Dies> so hat man 

woraus weiter, fflr jeden ganzzahligen Werth von n^ 

9(1« + n) "* <jp(tf) 

folgt. Setzt man nun n =s OD, so erhält man, indem auch 

g)i(a + 71) = 1 ist, für 71 = OD : 
cp,(i/) = g)(w), d. h. 
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^^i («, + l)«'(U, + l)* 

_ 1 ^ y*^ »(y~l)iK*-l) ^ y(y-l)(y- 2)*(A-l )«r-2) . 

— *"**7r"^ 1.2.«(«+1) 1.2.3.u(u'4-l)(« + 2) "^ *' 

für alle diejenigen Werthe von u, y, k, bei denen u + y + Ä eine positive, oder 
auch eine complexe Grösse mit po5{Vz'cfm reellem Theile ist. Wird dann - statt 
u und - statt k gesetzt, so ergiebt sich die Richtigkeit der Gleichung 

(91.) (u + Atj + x)" 

-t.. _Lrv5i _Ly* . y(y-- !)*(*-*) . y(y~l)(y-2)A(*-«)(t~2«) 1 

— tM» + «-rj*+ „ -^ 1.2.u(uH-«) ■*" 1.2.3.«(m-«)(i«+2«) ^ 5 

für die angegebenen Werthe von i/, o-, y^ Ar, für welche die Reihe convergirt. 

Die fragliche Relation für cpi (a) lässt sich aber folgendeonassen erweisen. 
Es sei 

_ y(y~l) (y-y -Hl). *(*-!) (A-y + 1) , _ , 

'"" 1.2 v.t«(«-i-l).... («-I-V-1) »'•—*» 

so dass 

<p,(a) = r/, 

ist. Dann findet sich 

indem sich /y in /y verwandelt« wenn i/ + 1 statt a gesetzt wird. Nun ist 

aber 

_ (y-y)(*-v ) <v y-t-l 

also 



K«l. 



indem in der letzten Reihe das Glied, für welches i^ =r ist^ sich auf Null redu- 
cirt. Es ist aber 

vu «(y-f- *) . tf (<: 4- 1) 



und daher 
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Ferner ist 

(y — J')/. = — jz:i — '»+» • 



also 



mithin ^(^y — V— jfc_y^i ^<>~0. 

Aber e< ist y — v — ^^y^t = (m + r + *) — — ifc -y + l » 

mitbin S-Cm- y + h) t, - S ^^ X^^vt\^ ^ = » oder 

Vertauscht man in dieser Gleichung Ar und y mit einander, so erhält man weiter: 

und« durch Verbindung beider Gleichungen, die zu beweisende Relation 

yi(^+i)== (u,^y)(«-^*) yi(^)- 

Die Formel (90) 9 eine der wichtigsten in der Facultäten- Lehre , findet 
sich in der oben erwähnten Abhandlung von Gauss^ wenn auch in etwas ande- 
rer Form; ich habe sie hier hergeleitet ^ ohne die allgemeinen Relationen ^ aus 
denen sie dort hervorgeht^ vorauszusetzen. 

Die Reihe für (u + Ar, — xf lässt sich auf ganz ähnliche Weise finden ; 
noch leichter aber aus der vorhergehenden herleiten, indem (nach 81) 

(w + /r, — a?)«'=(M + /r — (jr — l)a:,+a)«' 

ist, und daher in(75) rechts, nur (i/, + x)*' in (fx — (y — l)x, + x)' = (u, — x^ 
zu verwandeln und in der eingeklammerten Reihe u — {y — ])x statt i/ zu setzen 
ist. Da nun aber 

ist, so ergiebt sich 
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•*' ^^''l^Xr^\ 'h-^J'-^kCk^x)(k'-2x)+ OD. 

Dem Obigen zufolge gilt diese Reihe fiir alle Wcrthe von Uy a;,y,kj für welche 
der reelle Theil von ^-^ hy = —^ + 1 positip ist. 

Befrachtet man dagegen die Reihe 

zn welcher man gelangt 9 wenn man (m + /r, + 1)^ auf ähnliche Weise entwik- 
kelt, aber Ju = — 1 setzt, so ist dieselbe, weil 

ist, in Folge der Giekhong (75), wenn in derselben 1 — u—y statt ur-k statt k 
und d; SS 1 gesetzt wird, sobald der reelle Thei'l von 1 — u—k positiv ist, gleich 

(im.l)y(l~ii-y -*. + !)» (tt .-4-l)> , -^ 

(1-«- ,,+ !)» (^«,_1)3pC-"-*>-1; . 

Also ist 

(94.) (a,+ l)«'+y(a.+ir'*+^T^(M,+ir'*(Ä:+l) 
+*^4!5^(«'+l)'"'*C*+^)<*+2)+ OD = (-^J7?,),(-M-Ä,-l)» 

and mcA< s= (»•f-Ar.+l)' , wofern y keine ganze Zahl ist. Es ist aber 

(>, •♦■ !) > Fg(tt).fl)(l-it) «in(it«) 

(-•,-iy " #e(i»+y).Fc(l-tt--y) " sin(i» + y)«» 

und die Summe der vorstehenden Reihe, wenn sie convergirt, ist daher 

sin(««)iiB(it + * H- y)n , 

«fa(i» + y)8ln(i» + t)« ^.i* + «. + *J ; 

wie dies bereits Ohm bemerkt hat. Man hat hier ein treffendes Beispiel zu dem 
oben Gesagten , das« man beim Gebrauch der Formel 
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nicht schliessen dürfe, es sei jß„ =: für n = od , sobald die Summe der n ersten 
Glieder bei stets wachsendem Werthe von n sich einer bestimmten Gränze 
nähert. Hierdurch unterscheidet sich diese Entwicklung wesentlich von der ge- 
wöhnlichen Taylorschen; denn bei der letztern ist wenigstens für alle dieje- 
nigen Functionen , auf welche sich der im vorhergehenden Paragraph augeführte 
allgemeine Gonvergenz-Satz bezieht , stets 

nasi OD 

sobald die unendliche Reihe eine endliche Summe ^ und u nicht einen derjeni- 
gen besondern Werthe hat, in deren Nähe der Gang der Function F eine ge- 
wisse Eigenthümlichkeit hat. 
Aus (75) folgt 

1 / (u^k,^xy \ y yi y^V) *-ar y(y-l)(y-2) (t-arXt-2ar) 

h\ (tt,+a:)y ""V^tt"*" 1.2 ^uCuH-x)"*" 1.2.3 Vtt+«)(u+2«)"*"-** 

Nimmt man nun an, es sei die Summe " +/ in ihrem reellen Theile /^o^i'/ic^, so 

kann man k so klein annehmen, dass die Reihe rechts convergirt und die Formel 
nach ganzen positiven Potenzen von h entwickelt werden kann. Thut man Dies 
und setzt dann /r =: 0, so ergiebt sich : 

'-l)(y-2) 2«» 



81og(ttt + gy ^ y y(y - 1) x yiy-- l)(y - 

^^^'^ »« u 1.2 "tt(tt + a?) 1.2.8 Vu+arXtt + air)" 



«, y yiy—^^ x ^ y(y — l)(y-2) 



« 2 ttCu + d?) 3 tt(i»+^X«+a*) "• 

Nun ergiebt sich aber aus der Formel (71), wenn man in derselben yi — 1 statt 
71 und u + or statt u setzt : 

und wenn man jetzt y* s=:— 1 setzt: 

(96.) ^.0 = (-,).-<i±tt^,^„=,. 

folglich 



1. Wtkriiraas^ Über die anaL FaeuUäten. 67 

Nimmt man ferner an, dass nicht nur r + y, sondern auch - dem reellen 

•D SD 

Theile nach po%üip%e\, so erfahren die Grössen auf beiden Seiten dieser Gleichung 
bei keinem Werthe von o, für welchen diese Bedingungen erfüllt sind, eine Un* 
terbrechung der Stetigkeit, und man erhält durch Integration: 

(98.) \og{u, + xy^y.\o^u + ^-^^j\ogu+^^^^^=^=^'J'\ogu+ 



, (y »--1) ^_,, 



Die Integrations-Constante ist nämlich = 0, indem, wenn man u + vx statt u setzt, 
wo V eine ganze positive Zalil ist, sowohl /l"~' log u als auch Iog((/, +d7)y —y log u 

^ 'og • ' 1^ — für V =s 00 sich auf Null reduciren. 

Da 

{u.-^xf** — («, + «)» (m + 7«, + a:)' = (Uj + ar)' (a + ViCj + a?/, 
also 

ist» und man die ganze positive Zahl v so gross annehmen kann^ dass sowohl ]i + v 

als "L + v+y ihrem reellen Theile nzchposiiiv sfnd^ so folgt, dass die Formel (81) 
in allen Fällen zur Berechnung von (t/, + ccyt ausreicht. 

Aus der Gleichung (ix, — a?)s^ = ^^ -f-gw ergiebt sich ferner, wenn 

sowohl - + 1 , als auch ^ + l — • J» 
ibreih reellen Theile nach positiv sind : 

(99.) \o%{u,-xy = ylog(«+a;)-^^^-^Iog(u-»-a;)+^^^^/fIog(trt«K. 



c-ir'-OT^- ^" '°KC" + *) + -^ 



WO wieder, wie in (81), — Ju^s^ x zu setzen ist. 
CrelU't Jooraal T d. H. Bd. LI. Hell 1. ^ 
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Ferner hat man 

also 

(100.) (a. — xV = (iiHhx,-f-gy {u + vx,^a:y. 

und es lässt sich wieder in allen Fällen v so gross annehmen, dass die Formel (83) 
zur Berechnung von (u, — x^f benutzbar ist. 

9. 

Um eine Anwendung der im vorhergehenden Paragraph entwickelten For- 
meln zu geben 9 will ich daraus die Ausdrücke der trigonometrischen Function 
durch Facultäten herleiten. 

Es ist für z = sin u\ 

,«• 1.3 »• 1.3.5 %* 

für alle reellen Werthe von Uy zwischen den Grenzen — |^ und + l^r, diese selbst 
nicht ausgeschlossen. 

Ist nun m eine ganze beliebige (complexe) Grosse» substituirt man den 
vorstehenden Ausdruck von u in die Reihe für 



•• 



e~" = 1 + {mOu + (//«)'• Y-2 + (miy^ j^g^ä 



und entwickelt dann die Formel nach Potenzen von z» so muss die daraus hervor- 
gehende Reihe, die von der Form 

e"--* = -S-Cfl^Ä-) = -2'(ö«sin«i/) 

ist, in Folge des Satzes (§. 7) ebenfalls für alle jene Werthe von u convergiren. 

Nachdem auf diese Weise die Bedingung, unter welcher die vorstehende 
Gleichung Statt findet, festgestellt ist, kann man sich zur Bestimmung der Coeffi- 
cienten irgend einer passenden Methode bedienen; z.B. durch zweimaliges Diffe- 
rentiiren, indem 

— ^ — =: asm ^ucosu, 

— ^-j — = a\j3, — Ijsm* 'i/cos'a — asm a, 
= a(a — l)sin*"*a — a^sin'a 
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ist, and daraus 

= 2{Ca + 2)(a + 1) Oa+t. sja'u) — 2(a?a^ . sin'i/) , 

a=— 2 » «1=0 • 

«der «""•■ SS r^jji (a*o^ — (o -H 1) (a + 2)a^ . sin« u 

herleiten. Dann muss 

oder __ «*-m* 

"•+«—(«•+- l)(a-H 2) 
sein. Hieraus erßiebt sich 

_ ai»i,-lr(-}m,- l)-' (in,-2)'(iii,H-2)'' (iB,-2y(m..i.2y 

^- (l, + l)'a, + »)'' ~^ ^'''(2,+2)'(l,-*.2)>'-^-*^; (l. + l)»- 

twCiw-l.-lK-iw-l,-!)" wiC«- 1.-2)" (» + !,-♦- 2)' 

*'***»"' (!,-»- in?, -f-D" —K—*^)' (1, + !)»«^» ' 

indem dann einerseits wirtclich 

a^ (m -2 (y - !))(« -H2(y - 1)) ^ (2» - 2)*- m* 

«iv-2 ~" (2v — l)-2y " (2v — l)-2v 

flWj _ _ (m-l-2(v-l))(m-Hl+2(y-l)) ^ (2rj- l)«-w« 
oi»-i "~ 2v.(2v-+.l) " 2i'(2y + l) 

ist, und andrerseits durch Substitution der Reihe u = sin u + in die (ur 

«""', o, = 1, Ol = mi sich findet. Man hat daher 

/^nl^ (gm, - lyC-jm,-!)" . ^ j | («,-2>'(>m+ 2)'' . ^ l 

(102L) sinma ^m:?] ^'"* "" ^j '^^ly^^}Z Ty ' ~ '^ ^""""'"j 

vi^ ,>. «(«- l. -^J'Cw + l. 4-2)-' . ^^, j 
=m.rj(-l)' (iTiriy^i sui*'*»uj 

V = QO 

für jeden Werth von m, und für alle diejenigen reellen Werthe von u, die nicht 
ausserhalb des Intervalls — |ir und +i ir liegen. 

Setzt man nun u = |ir, und 2m statt m, so erhält man durch Yerglei- 

8* 



und sin mir = ^ "«T-^U^ ",.-'- i' °*^*''' ^*'' d ♦ + 1)'* = ffl = * » 
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chung mit der Formel (90), indem man in derselben a = |, / = m, A s: — /n, 
und auch M=sy, y = m — |,Ar= — m — | setzt: 

(103.) cosmic = (•, + !)«. (.,^.1)-«» 

_2«>-(?> -*•») -' -.1 :, ,3 . ,>-i__L 

(I. 

(1, + 1)" = (1 , + l)*(i . + l)"-''und(l , + I)- = (l.+ l)*(|,+ 1)— * ist. 
nnA\ ' 4m(l.-». 1)^(1, - hl)* 

Dividirt man diese Gleichung durch m und setzt darauf m = 0, so ergiebt sich : 

(105.) |1/«*(1.+ 1)*, 

and daher 

(106.) sin mor = (i, + 1) J^l, -h1)« • 

Da (nach 83) (1, + 1)"" = jpt(i -^ ^x "t, so erhält man aus den vorstehen- 
den Formeln : 

(107.) sin Hl« = m'KFcim + 1) Fc{l —m)^fc Fc(m)Fc(l — m)^ 
1 



(108.) yir = 



Mi)' 



und, da (J. + l)'"=^v^^i«t: 

(109,) cosm^r = v:Fc(\ + m).Fc(^\ — m); 

ubereinsliromend mit (107)^ wenn man dort m +| statt m setzt« 

Alle diese Formeln gellen, nach der hier gegebenen Ableitung» filr jeden 
reellen und imaginären Werth von m. Man sieht daraus» dass der Gebrauch 
der Function Fc(u) vor der Anwendung von r(u) insofern im Vortheil ist, als die 
letztere 9 wenigstens nach der gewohnlichen Definition, nur für positive Werthe 
von u eine Bedeutung hat. Dabei bemerke ich jedoch , dass r(u) auch als be- 
stimmtes Integral so zu definiren sei, dass die BeschnHnkung wegfallt. Hierauf 
gedenke ich bei einer andern Gelegenheit zurückzukommen , indem überhaupt 
die Formeln , welche den Zusammenhang der Facultäten mit bestimmten Jnte^ 
graten darstellen, in dieser Beziehung eine nähere Untersuchung verdienen. 
Braunsberg in Ostpreussen , den 20. Mai 1854. 
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Wie eine Tafel der untheilbaren Factoren der 

Zahlen bis zu beliebiger Höhe möglichst leicht 

und sicher aufzustellen sei 

(Vom HerauigAer.) 



1. 

Juis giebt eioe solche gedruckte Tafel , die bis zu Einer Million und 
Zwanzig Tausend vtichi, unter dem Titel: 

Cribrunu arühmeticum si^e tabula continens numeros primos^ a 
compositis segregatos^ occurrenies in serie numerorum ab unitate 
prögredieniium^ usque ad\ 000 000 ^/ uUra haec ad 20 000. numeiis 
composäis^ per 2, 3, 5 non dii^iduis. Adscripti sunt dii^isores sim- 
pliees^ non nunime tantunh sed omruno omnes. Confeeii Ladis* 
laus Chernacj Parmonius, A. L, M. P/ulos. et medic. doctor^ in 
almo lyceo Da^entriensi Philos. professor. Dcwentriae^ sumptibus 
auctoris, literis J. H. de Lange Typogr. Anno 1811. 

Die Tafel füllt 1020, etwas niedrige Folioseiten. 

Eine andere, bis zu Drei Milliorun reichende gedruckte Tafel hat den 

Titel r 

Table des di^iseurs pour tous les nombres du \^^ 2* et 3^ millionj 
avec les nombres premiers qui s^y trouvent; par Burckhardt. 
Paris ^ chez Bachelier 1817. 

Sie bat ebenfalls das Folioformat. 

Die Chernac%c\%e Tafel giebt vollständig und sehr deutlich an, was man 
sucht, und. wie es ihr Titel besagt, sämmtliche untheilbare oder Slammfacto- 
ren (Primfactoren) der zusammengesetzten Zahlen ; so wie auch sehr deutlich die 
Siammzahlen (Primzahlen). Die Burckhardtsche Tafel giebt ruir die kleinsten 
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Factoren der Zahlen an; und dies wenig einfach und deutlich. Sie erfflllt also 
weniger ihren Zwecke als die Chernacsche Tafel» weil von jeder vorausberech- 
neten Tafel verlangt werden darf, dass sich Das, was sie anzugeben bestimmt ist» 
unmittelbar, ohne alle Mühe und weitere Rechnung darin finden lasse. 

Gedruckte Tafeln ^ welche weiter reichten als bis zu 3 Millionen 9 giebt 
es, so viel dem Herausgeber bekannt ist» nicht. 

Dass nun eine möglichst weit reichende Tafel der Factoren nutzlich seio 
würde und zu wünschen sei, wissen Alle, die öich mit der Zahlentheorie beschäf- 
tigen ; und auch Andern wird solches nicht erst nachzuweisen nothig sein^ da jede 
Wahrheit, in jeder Form, nützlich ist; wenn nicht unmittelbar und sogleich, so 
doch mittelbar, und in der Folge. Es käme also darauf an, wie eine Fortsetzung 
der Tafel der Factoren der Zahlen am angemessensten aufzustellen sei. 



An sich selbst würde kaum etwas einfacher sein, als die Erfüllung der Auf- 
gabe. Man dürfte nur alle Stammzahlen , mit sich selbst und mit einander, auf 
alle mögliche Weise liiultipliciren. Die Producte würden alle möglichen zusam- 
mengesetzten Zahlen mit ihren Factoren geben y und die Stammzahlen blieben 
fibrig. 

Da aber offenbar die Mühe einer solchen Rechnung bald bis ins Unüber- 
windliche steigen würde, so kommt es zunächst auf die möglichste Erleichterung 
der Rechnung an. Doch die blosse Erleichterung genügt nicht; es kommt auch eber^ 
so nothcvendig auf die möglichste Sicherheit der Ergebnisse an. Nur dasjenige 
unter den verschiedenen Mitteln zur Erleichterung wird das bessere sein, welches 
zugleich die möglichste Sicherheit gewährt. 

Ein solches Mittel dürfte folgendes sein. 



Wie es auch in den beiden oben genannten Tafeln geschehen ist, können 
alle mit 2,3 oder 5 aufgehenden Zahlen in der Factorenlafel ganz übergangen 
werden, weil sie nicht allein unmittelbar kenntlich sind, sondern auch ihreTheilung 
ipit 2, 3, 5, so oft wiederholt, bis man auf Quotienten kommt, die nicht mehr mit 
2, 3, 5 aufgehen, allzu leicht ist, als dass es rathsam wäre, ihnen den, fär sie notbi- 
gen Raum zu opfern, der beinahe cZr^WVr/W des gesammten, für a//^ Zahlen nolbi- 
gen Raumes ausmacht. 
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Die Tafel braucht also immer nur diejenigen Zahlen^ welche mchi mit 2» 
3, 5 aufgehen, und ihre Factoren anzugeben; aber dann alie ihre Slammfactoren. 

Es werde , der Kürze wegen 

Jede mit % 3 oder 5 nicht aufgehende Zahl durch E bezeichnet^ jede 
Stammzahl im Allgemeinen mit p , und jedes Product fon R und 
E, durch P=pE. 



Man würde nun , um die auf die Zahlen E beschränkte Tafel mit allen 
ihren Stammfactoren aufzustellen, alle E^ bis zu einer gewissen Grenze Ef^ der 
Reihe nach mit allen p, von dem kleinsten in Betracht kommenden p = l an^ zu 
multipliciren haben« Die VroducXe P sind sämmtlich wieder nur Zahlen, die 
nicht mit 2,3,5 aufgehen, also nur höhere E>^Ei, weil beide Factoren/? und E 
der Producte P =: pE nicht durch 2, 3, 5 theilbar sind. Auch geben die Mul- 
tiplicationen die E alle^ bis zu pEi. Denn wäre ein E7>E^ vorhanden ^ auf 
welches keines der Producte zuträfe, so könnte dasselbe doch immer nur Facto- 
ren aus der Reihe der y? und der i? < ^j haben ; und alle Multiplicatoren aus 
der Reihe der p und der E<lEi wurden berührt. 

Will man nun mit der Factorentafel z. B. bis zu 

der Grenze B 
gehen, so würde man alle £*, von dem kleinsten £ = 7 an, bis zu demjenigen E^ 

welches zunächst < ~ ist, je mit allen p^ vom kleinsten /? = 7 an, bis zu p nächst 

< y J?, zu multipliciren haben ; denn p nächst < f^JB, mit E zunächst <r ;^ yß 
multiplicirt, giebt ein Product, welches zunächst <.B ist. 

Will man daher zunächst z. B. bis zu jB = 7 Millionen gehen (weshalb 
grade bis zu sieben Millionen, wird sich weiter unten in (§• 14) zeigen), so muss 
man mit dem kleinsten p = 1 alle E, von dem kleinsten E ^=^1 an , bis zu 

7 000000 
E — 7 = 1000 000, mit dem nächsten p = ll alle E, von dem kleinsten 

« « .. r. 7000000 ^^^^^. ., .. ^ 7000000. , 

£=7 an bis zu E<, jj = 63o.3ol, welches zunächst < jj — ist^ mul- 
tipliciren, und so weiter, bis man zu demjenigen P gelangt, welches zunächst 
<:}/7000 000 = 2645,751 . .• also = 2633 ist, und mit welchem dann alle E, 
von dem kleinsten £ = 7 an, bis zu demjenigen E = 2641 zu multipliciren sind, 
welches zunächst < }/ B = 2645,751 ist. 
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Eigentlich wäre es nicht nothig, immer mit den versehiedenen p^ die E, 
von dem kleinsten £ s= 7 an, bis zu £ zunächst <:yB, zu milltiph*dren» sondern 
nur die t^on p selbst an, weil man sonst viele Producle mehremal (indet; z. B. 

wenn die £= 7, 11, 13, 17 , stets von £=7 ah, erst mit 7, dann mit 11, dann 

mit 13 u. s. w. multiplicirt werden, so findet man die Producte 7. 11 oder 11. 7^ 
7. 13 oder 13. 7 u. s. w. zweimal. Indessen ist es nicht rathsam, diese Erleicfa* 
terung sich zu gestatten, weil man dadurch zahlreiche Proben der Rechnung ver- 
lieren würde. 

5. 

Es fragt sich demnach , wie die Zahlen E mit den verschiedenen p^ nicht 
allein mit der wenig%tenMühe, sondern auch am sichersten zu multipliciren seien. 
Die Tafeln, welche zu dieser Vorbereitung der Factorentafel aufzustellen sind» 
und welche die Producte P :=:i p. E enthalten, sollen Productentafeln heissen. 

Ein wesentliches Mittel , die Sicherheit der Multiplicationen zu fordern, 
besteht darin, alle Zahlenreihen, welche cpiederholt vorkommen^ nicht wiederholt 
zu schreiben^ sondern sie drucken zu lassen; und zwar nicht mit beweglicher 
Schrift (Typen) 9 welche beim Druck herausfallen und dann möglicherweise un- 
richtig wieder eingesetzt werden können , sondern sie PO/n Stein drucken (Jitho^ 
graphiren) zu lassen. Sind dann die Zahlenreihen im Probedruck einmal völlig 
berichtigt« so sind Abweichungen nicht mehr möglich. Zugleich erspart aber 
auch das Drucken der wiederholt vorkommenden Zahlenreihen offenbar eine grosse 
Masse von Schreiben, und gewährt folglich auch eine grosse Erleichterung 

Es kommt also darauf an, die Vorbereitungen zur Factorentafel. also die 
Aufstellung der Productentafeln^ so einzurichten, dass sich möglichst viele Zah- 
lenreihen wiederholen; was auf feigende Weise geschehen kann. 

6. 

Man bezeichne die 80 Zahlen £<300 durch e. 

Es sind folgende : 

(i.) e= 1 31 61 91 121 151 181 211 241 271 

7 37 67 97 127 157 187 217 247 277 

11 41 71 101 131 161 191 221 251 281 

13 43 73 103 133 163 193 223 253 283 

17 47 77 107 137 167 197 227 257 287 
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19 49 79 109 139 169 199 229 259 289 

23 63 83 113 143 173 203 233 263 293 

29 59 89 119 149 179 209 239 269 299 

Dann drückt 

(2.) E = 300ii + c für n = 0, 1, 2, 3, 4 ...^ , 

stets mit den nemlichen t^ alle E bis zu jeder beliebigen Höhe aus. Auch giebt 
nur allein der Ausdruck (2) alle E und keine anJernZMen^ keine solche welche 
mit % 3 oder 5 aufgehen^ weil 300 mit 2^ 3 oder 5 aufgeht (was auch n sei), e 
aber nicht Weder der Ausdruck 

•(3.) lOO/i + £ , für e > < 100, 

noch der Ausdruck 

(4.) 200/s + e , fare>0<2009 

geben, weder alle E, noch bloss ausschliesslich die E. Der Ausdruck (3.) giebt . 

z. B. die E = 103, 203, 403 nichty dagegen 201, 501/801 , welche keine 

E sind. Der Aosdruck (4) giebt die E = 109, 409, 509 nichts dagegen 201, 

801, 1101 , welche keine E sind. Nur der Ausdruck (2) erfüllt die beiden 

Bedingungen , alle E^ und nur die E zu geben^ 

Wenn man daher die 80 Zahlen e (1)9 die nun, weil sie immer dieselben 
bleiben , gedruckt werden können ^ in senkrechten Spalten unter einander setzt» 
und zwar bloss ihre beiden letzten Ziffern^ mit darüber vermerkten Hunderten, 
wie es z. B. in (Taf. II.) in den zehn, mit e bezeichneten Spalten zu sehen ist, so 
drücken diese gedruckten Zahlen die beiden letzten Ziffern aller möglichen f , 
und keiner andern Zahlen aus. 

In der Factorentafel selbst j welche die Producte ^.£ = P enthalten soll» 
die ebenfalls nur E sind ( und keine andern Zablen^ sind die 80 Zahlen e nur ein* 
mal, vom, links, und allenfalls, der Deutlichkeit wegen, noch einmal in der Mitte 
der Breite der Seite zu drucken nöthig, weil sie, vermöge (2), für jedes 300 mehr 
die nemlichen sind. Und da nun auf einer Fulioseite, in der Breite bequem zu 
zehn Spalten Raum bleibt, wie es (Taf. I) zeigt, so kann jede Folioseite, oder jede 
Nummer der Factorentafel bequem die 800 Producte P = p.E fassen , die in 
je 3000 Zahlen vorkommen ; so dass also zu jeder Million der Factorentafel nicht 
ganz S34, und zu jeden 3 Millionen gerade 1000 Folioseilen nöthig sind. 

Dies hat Chernac in seiner Tafel nicht berücksichtigt. Er hat nur die 
^>0<200 unter einander gesetzt. Davon war die Folge, dass auch die beiden 
CraUe'i Jonrnal f. d; M. Bd. LI. Heft 1. 9 
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letzten Ziffern der E, weil sie nicht in jeder senkrecbten Spalte die nemiichen 
sind 9 in jeder dieser Spalten gedruckt werden mussten; wodurch es dann weiter 
geschah^ dass eine Folioseite^ statt über 3000, nur über 1000 Zahlen sich erstrek- 
ken konnte, und dass statt 334 Folioseiten zu Einer Million, deren 1000 nothig 
waren. Hätte Chemac die e>>0<c300 unter einander gesetzt, so konnte der 
Raum, welchen seine Tafel einnimmt, statt einer Million, (fm Millionen fassen. 

Auch in den Yorberechnungen der Productentafeln^ wie z. B. (Taf. III), 
wären eigentlich die 80 Zahlen £>0<: 300 nur einmal auf jeder Folioseite, link$, 
vorn, zu drucken nothig, weil sie für jedes ^Qfi Txiehv.dieselben sind; indessen ist 
es hier, wie sich weiter unten zeigen wird, der Deutlichkeit und Sicherheit wegen 
besser, sie tut jedes 300 opkderhoit, also 10 mal auf jeder Folioseite drucken zu 
lassen; wie in (Taf. III, IV, Y). Auch von den Productentafeln kann jede 
Folioseite die 800 Zahlen i? umfassen, welche hier, nicht als Producte^ sondern 
als die Factoren in je 3000 Zahlen vorkommen, die nun mit den verschiedenen 
p zu multiplidren sind. 

Es sind aber keinesweges für jedes/?, wie es scheint, so viele Folioseiten 
zur Yorberechnungstafel nothig, als man haben müsste, um mit den Factoren bis 

B 7000000 

zu— hinaufzusteigen, z. B. für /? = 7 und Bsxl Millionen nicht ,j ^qq^ =3^4 

Folioseiten der Productentc^fel, sondern es ist, wie es sich zeigen wird, für jedes 
p eine einzige Folioseite hinreichend; so dass die Yorberechnung, wenn man mit 
der Factorentafel bis zu J3 = 7 Mill. gehen will, also nach ($. 4) mit den Multi- 
plicatoren p bis zu p =s 2633 gehen musSj nur 379 Foliqseiten erfordert ; nem- 
lieh so viele, als es von p =^1 bis p =: 2633 Stammzahlen giebt. ' 

7. 

YYeiter würde die Yorberephnung wie folgt auszuführen sein. 
Die beiden letzten Ziffern der Stammzahlen /?, mit welchen die Zahlen 
M zu multiplidren sind, können alle ungrode Zahlen > <: 100 sein ; mit Aus- 
nahme derer^ welche mit 5 aufgehen; so dass also ihrer vierzig sind. Bezeichnet 
man daher diese 40 Zahlen durch k so lassen sich aUe Stammzahlen durch 

(6.) ^ = 100m + * 

ausdrücken; wo aber m nicht gleich allen Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 ist, sondern 

für jedes andere k andere bestimmte ganzzahlige Werthe hat. Die 379 verschie- 
denen Multiplicatoren p von 1 bis 2633 (§. 6) lassen sich wie folgt ausdrücken. 
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k . 
> 1 + 100 (0, 1, 3, 4, 6, 7, 13, 13, 16, 18, 19) 
3 + 100(1,5,11,13,20,22,26) 
7 -♦- 100 (0, 1, 3, 6, 9, 13, 16, 19, 22) 
9 + 100 (I, 4, 5, 7, 8, 10, II, 14, 16, 17, 23, 26) 
11 + 100 (0, 2, 3, 8, 9, 15, 18, 20 21, 23, 24) 
13 + 100 (0, 1, 3, 6, 10, 12, 16, 19, 21, 22) 
17 + 100 (0, 3, 6, 11, 12, 20, 24, 26) 
19 + 100 (0, 4, 6, 7, 9, 10, 13, 16) 
21 + 100 (4, 5, 8, 10, 13, 16, iV, 22, 25, 26) 
23 + 100 (0, 2, 5, 8, 11, 12, 14, 16, 17, 18, 24) 
27 + 100 (1, 2, 7, 8, 13, 14, 16, 20) 
29 + 100 (0, 2, 6, 9, II, 12, 14, 20, 21) 
31 + 100 (0, 1, 3, 4, 6, 10, 12, 16, 18, 19, 21, 25) 
33 + 100 (2, 4, 7, 10, 14, 17, 19, 23, 26) 
37 + 100 (0, 1, 3, 9, 12, 16, 21, 22, 24) 
39 + 100 (1, 2, 4, 7, 8, 10, 14, 20, 22, 23, 25) 
41 + 100(0,2,5,6,9,17,21,23,24) 
43 + 100 (0, 4, 6, 7, 15, 21, 22, 25) 
47 + 100 (0, 3, 6, 6, 9, 14, 17, 18, 23, 24) 
49 + 100 (1, 3, 4, 10, 12, 15, 19, 25) 
51 + 100 (1, 2, 7, 10, 11, 14, 19, 22, 23, 26) 
58 + 100 (0, 3, 6, 8, 9, 11, 14, 15, 17, 20, 21) 
67 + 100 (I) 2, 4, 5, 7, 8, 16, 23 25) 
6» + 100 (0, 3, 6, 8, 12, 14, 15, 17, 24) 
61 + 100 (0, 4, 6, 7„ 10, 13, 18, 21) 
63 + 100 (1, 2, 4, 6, 8, 10, 11, 16, 20) 
67 + 100 (0, 1, 3, 4, 9, 13, 15, 16, 18, 22, 24) 
69 + 100 (2, 6, 7, 10, 16, 20, 22) 
71 + 100 (0, 2, 6, 9, 11, 14, 15, 18, 23) 
73 + 100 (0, 1, 3, 6, 7, 13, 18, 19, 22, 24) • 
77 + 100 (2, 5, 6, 8, 9, 12, 17, 18, 23, 24) 
79 + 100 (0, 1, 3, 4, 12, 16, 18, 19, 21, 25) 
81 + 100 (1, 2, 8, 11, 13, 14, 20, 22, 23) 
83 + 100 (0, 2, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17, 20, 22, 23) 
87 + 100 (4, 6, 7, 8, 10, 11, 14, 17, 19, 20) 

89 + 100 (0, 3, 12, 14, 17, 18, 20, 23) 
91 + 100 (1, 4, 6, 9, 10, 12, 25) 

99 + 100 (1, 2, 6, 10, II, 14, 16, 19, 22, 23, 25) 
97 + 100 (0, 1, 3, 7, 9, 10, 12, 15, 16^ 19, 22) 

90 + 100 (1, 4, 5, 13. 14, 16, 19, 20, 23) 

9* 
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Von den Prodacten 

(70 ;>.i?=(l00Tn+^)(300/)+e)[iS.2u.&]=30000mn+lQ0/nf 4-300 nAr+Are 

sind nun aber offenbar die beiden letzten Ziffern für die nemlichen e und k 
immer dieselben^ was auch m und n sein mögen. Denn wenn man von ke 
in (7) noch so viele 100 abzieht, als es angeht, so ist alles Uebrige des Products 
rechts in (7) irgend ein Vielfaches von 100, welches djurch die den beiden letzten 
vorhergehenden Ziffern des Products ausgedrückt wird, so dass nur diese Ziffern 
mit m, n und ke sich ändern, die beiden letzten Ziffern von he für dieselben e 
und k aber nicht. Diese beiden letzten Ziffern aller Producte P = p.JE bilden 
daher in allen möglichen Producten nur 40 verschiedene Zahlenreihen ^ als so 
piele k es giebt, jede von 80 Zahlen, als so viele der e sind Daher können wie- 
der diese 40 Zahlenreihen gedruckt werden. (Taf. II) giebt sie an» Die Zahlen^ 
welche die beiden letzten Ziffern von ke^ also auch von jedem Product P = p,JE 
ausdrücken, sollen durch v bezeichnet werden. 

Die Zahlen in den Spalten « der Vorberecbnungstafelo, welche die beiden 
letzten Ziffern der jE^sind, bleiben unverändert für alle Productentafeln diesel" 
ben; weshalb sie gedruckt -werden konnten. Sollen nun aber auch noch die 
beiden letzten Ziffern tj der Producte p.E = P gedruckt werden , so müssen 
40 verschiedene Tafeln, ropt den in (Taf. IL) angegebenen 40 verschiedenen Zah- 
lenreihen J7, auf Stein gezeichnet werden. Sie geben dann die z. B. in (Taf. IIL) 
mit fi bezeichneten Zahlen an, welche auf derselben Seite der Vorb^rechnungs- 
tafel dieselben sind^ da die Seite für dieselben beiden letzten Ziffern der/? und 
der E gilt« 

Sollte man das Zeichnen auf Stein von 40 verschiedenen Seiten der Pro* 
ductentafeln zu theuer finden^ so kann man auch eine hinreichende Zahl Abdrflcke 
von (Taf. II) machen lassen, davon die senkrechten Streifen abschneiden und sie 
mit Gummi auf die dann leeren Spalten tj (Taf. III, IV, V) aufheften lassen. 
Pies wird weniger t heuer sein, da es nicht nothig ist, dass der Rechner das Ab- 
schneiden und Aufheften der Streifen selbst verrichte; was vielmehr auch recht 
gut von einem Buchbinder ^es^ehen kann. Die Sicherheit der Rechnung bleibt 
bei dieser zweiten Art dieselbe, während, nächst Kosten, dem Rechner auch noch 
einige Muhe erspart wird« 

Geschieht es so, so ist zur Vorberechnung nur eine einzige Tafel mit den 
Zahlen in den Spalten « (Taf. III) auf Stein zu zeichnen nothig;. von welcher 
dann so viele Abdrücke gemacht werden, als Multiplicatoren p in Betracht koin» 



2. Zur Aufstellung einer FactorerUqfel. 69 

men. Mit den Zahlenreihen ti aus den Abdrucken von (Taf. II) werden dann 
die für sie bestimmten leeren Spalten gefflllt 



ß. 

Von den Producten p.E = P wären also nun schon die beiden letzten 
Zi/jfern für die Spalten r, z. B. in (Taf. III, JV u. V), ohne alle weitere Rech- 
nung^ mit der i^ollkommensten Sicherheit erlangt. Es ist nichts mehr davon 
zu schreiben nothig, sondern sie sind sämmtlicb gedruckt. £s kommt jetzt wei- 
ter auf die übrigen Ziffern der Producte an. 

'Diese Producte sind für die Factoirentafel zu dem Zwecke zu berechnen 
pothig, dass man die Stellen in dieser Tafel erfahre , in welche die Factoren p 
^ setzen sind. Die Productentafeln müssen also zu dem Ende die Producte 
i^oUst^ndig angeben. 

Die Producte p.E— P steigen für £ = 7 Mill bis zu 7 Ziffern. Die 
beiden letzten derselben (iefern die Productentafeln gedruckt ; es sind also noch 
^\e fönf, den beiden letzten vorhergehenden Ziffern zu berechnen und einzu^ 
sqhreOfen. Die 5 Ziffern würden nun auch in den ^ ± B. nach (Taf. III) dazu 
ppch vorhandenen leeren Streifen^ Raum finden ^ wenn man die vorderste Zifler 
(die d^r Millionen) ciaru^^r setzte ; allein diese Art des Einschreibens wäre, auch 
für den Zweck der Producte ^ nicht bequem. Denn man musste dann in der 
Factorentafel (Taf. I) jedes Producta welches die Productentafel angiebt, aus 
der vordem senkrechten Spalte e^ aus den für die verschiedenen Hunderte dar* 
J^lber gesetzten Zahlen und aus den Ober die Blätter gesetzten Zahlen der Zehn- 
t9]asende z^sc^menlesen\ was beschwerlich wäre. Auch würde dann in den 
Productentafeln sehr viel zu schreiben sein. 

Um Dies zu vermeiden,- gebe man die den beiden letzten oorhergehenr 
d^n Ziffern der Producte , statt sie auszuschreiben, auf folgende andere Weise 
an. Da nemlich jede Seite der Factorentafel 3000 Zahlen umfasst, so können 
alle Producte, welche in der Factorentafel vorkommen, durch 

(8.) . P = ;7JB = 3000/A + « 

ausgedrückt werden, wo A^ die Zqhl oder Nummer der Seite und z diejenige. 
Zahl in der <Sei]f^ bezeichnet, welche von den letzten Ziffern des Products aus- 
fiedrflckt wird, und die, weil z nicht über 3000 steigt, nie mehr als vier Ziffern 
luit. Damit fjL in (8) wirl^Hch ^ Numvfur der Seite der Factorentafel 
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beseichne, mus$ man l>eiin Numeriren der Seiten nicht niit 1* sondern mit an* 
fangen» weil für die P< 3000, welche auf der ersten Seite vorkommen, in (8)^ 
/UL = O'ist. 

Nun sind, wie sich oben in (§. 7) zeigte, die beiden letzten Ziffern 17 der 
Producte P^=sp.Ej für das gleiche/?, von einer Seite zur andern, dieselben^ so 
dass sie, nach der Angabe von (Taf. 11), gedruckt werden konnten: mithin sind 
nur noch <//^ zwei^ den beiden letzten porhergefienden Ziffern^ welche durch c 
bezeichnet werden mögen , für die z in (8) zu berechnen und zu schreiben no- 
tbig 9/1^65/ der Zahl oder Nummer fi (von Null anfangend) der Seile der 
Factorentafel, auf welcher das Product verkommt. Nur die z, folglich nur die 
4: und die /x, ändern sich mit jedem p. 

Es rücken aber die E in den Productentafeln von einer Seite bis zur 
nächsten um 3000 fort: also nehmen die Producte p.E = P, welche die Vor- 
berechnungstafeln angeben, von einer Seite derselben bis zur nächsten, um das 
.p- fache pon 3000 zu; mithin ist, wenn für irgend ein E das Product p.E nach 
(8) durch p.Jßl :;= P = 3000/a+z ausgedrückt wird , dasjenige für ein um 3000 
grösseres E^ also dasjenige Product, welches auf der nächstfolgenden Seite der 
'Productentafel an derselben Stelle stehen wflrde, um p mal 3000 grösser , und 
hetrfigt folglich 

i9.)p(E+3000)=:p.E+3000p = 3000/i+2+3000/>(8) = 9tiO0(p+fiL)+Zj 

mit demselben z\ bloss die Nummer /x der Seäe der Tafel, welche die Producte 
aufnimmt (also der FactorerUafel), ist um p gestiegen. Mithin bleiben die z^ 
und folglich die c, von einer Seite der Productentafel bis zur nächsten, dritten 
U.S. w., also auf allen Seiten, unverändert dieselben; bloss die /ul steigen ; und zwar 
je um p. 

Dies ist:der Grund, weshalb, wie in (§. 6) gesagt, i^on den Producten^- 
tafeln für jedes p nur eine einzige Seüe nöthig ist. Denn nicht bloss die zom, 
sondern sogar die pier letzten ZifTem würden , wenn man für das nemliche p die 
Yorberechnungsseiten wiederholt drucken lassen wollte^ nur $tets dieselben sein, 
und nur fi würde sich ändern. Das Wiederholen der Productentafelseiten ist 
aber offenbar, bloss der Steigerung der fi wegen, nicht nöthig, da sich diese 
Steigerung, stets um p^ auch ohne Das leicht angeben lässt. * 

Das Steigen der /u auf einer und derselben Seite der Productentafel aber 
wird am bequemsten auf folgende Weise angezeigt werden können. Wollte man 
fiemlich wiederum jedes /x ganz aussthreiben« so wfirde itlan, da dieFactorentafel 
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für J? s 7 Mill. 2334 Folioseiten erfordert» folglich /u bis zu 2334 steigen kann, 
mit dem /u doch wieder bis zu nerziffrigen Zahlen gelangen. Um Dies zu yer?. 
meiden^ deute man^ wie es in (Taf. III, lY u« V) in den niit^ bezeichneten Spal- 
ten geschehen ist^ blos jedesmal, wenn (jl steigt, an, um wieviel es steigt; wozu 
dann bloss einziffrige Zahlen nSthig sind; wenigstens für alle /?< 5000, also bis 
JB = 25 Millionen« weil E nie um mehr als 6> folglich /7.JS erst dann um mehr 
als 6.5000 = 30000, oder fx um mehr als 10 auj einmal steigt, wenn/7>6000 
ist. Erst für jB> 250 Mill. kann die Steigerung von /i eine dreizi/frige Zdhl 
sein u. s. w. 

Oben über jede Spalte /x se{ze man das vollständige /u\ was dann Proben 
der Rechnung giebt, da in jeder der um 300 zunehmenden Hauptspalten der 
Producteptafeln das darüber stehende /ül die Summe desjenigen ^ welches über 
der nächst Vorhergehenden Hauptspalte steht,* und der einzelnen Steigerungen^ 
der /i in der nemlichen nächst vorigen Hauptspalte, auch ausserdem die Suamie 
itller einzelnen Steigerungen der /x auf der ganzen Seite, gleich p sein muss. , 
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• • 

Ehe die Vollendung der Productentafeln und die Anwendung derselben 
auf die Factorentafel -weiter beschrieben wird, mag des Verfahrens gedacht wer- 
den, durch welches die Tafel (If.) der beiden letzten ZüTern tj der Froducte 
P = p.X aufgestellt worden ist. 

Es hätte diese Tafel ohne alles Weitere aus den 

„Rechentafeln des Herausgebers^ welche alles Multipliciren und 
f^Dividiren mit Zahlen unter 1000 ^aiuc ersparen, bü grösseren Zah- 
^len aber die Rechnung erleichtem und sicherer machen*^ Berlin^ 
,, bei Maurer, 1820.- 

bloss ausgeschrieben werden können. Man hat indessen folgende sicherere ein- 
fache selbstständige Aufstellung vorgezogen. Denn eben so^ wie beim practi- 
schen Rechnen jedes Verfahren in dem Maasse unsicher ist, wie es eine stete, bedeu- 
tendere Aufmerksamkeit und Spannung des Urtheils in Anspruch nimmt, ist auch 
ein Verfahren, welches, wie das blosse Abschreiben, des fortwährenden Gebrauchs' 
des Urtheils fast gar nicht bedarf, ebenfalls unsicher. Nur dasjenige Verfahren 
beim practischen Rechnen dürfte das bessere sein, welches eine stete, aber nicht* 
erschlaffende urtheilende Aufmerksamkeit des Rechners auf Das was er hin« 
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schreibt erfordert, in dem Maasse^ dass der Zerstreuung der Gedanken nicht 
Spielraum bleibt. 

A. Die beiden letzten ZifTern 9/ der P ^=^ p.E hangen bloss von den 
beiden letzten ZifTern der 1)eiden Factoren p und E von P ab. Die beiden letz- 
ten Ziffern der E sind die 80 Zahlen E in (I); die von p sind die 40 ungeraden 
Zahlen. 

(100 ^ = 1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 

93 
97 
99* 

Die 9 bleiben (Hr alle Productentafeln dieselben^ Es kommt also nur 
darauf an, diese 8 mit den k (10) zu multipliciren ; und zwar kommt es nur auf 
die beiden letzten ZifTern tj der Pfoducte an. 

B. TVirklich zu multipliciren sind zu dem Ende nur nothig die er-^ 
sXtnachttx \, 1, 11, 13, 17, 19, 23 und 29, mit den cfmersten Ar> 1 =3, 7^9; 
und von den Producten sind nur die beiden letzten Ziffern zu nehmen ; welches 
dann die ersten 32 zweiziffrigen Zahlen oben links in der Ecke von (Taf. II) 
giebt Alle übrigen der 3200 Producte der Tafel werden durch gleichsam blos- 
ses Abzählen, zum Theil sogar durch bloss wiederholtes Schreiben^ wie folgt» 
gefunden. 

C. Zunächst nemlich haben die Producte aller, je um 10 grosseren Ar (10)» 
mit einem und demselben <, dieselbe letzte Ziffer. Namentlich die Producte der 
in (10) in der ersten wagerechten Zeile stehenden k (1, 11, 21 etc.) mit £ » 7^ 
haben alle 7 zur letzten Ziffer; die Producte der k in der zweiten Zeile, mit 
« >B 7, haben alle 1^ diejenigen der h in der dritten Zeile, mite a 7^ alle 9^ 
und diejenigen der k in der vierten Zeile, mit < » 7, alle 3 zur letzten Ziffer» 
Also alle, in die zu s » 7 gehörige wagerechte Zeile 9 quer durch die (Taf. II.) 
zu setzenden Zahlen haben, der Reihe nach wiederholt 7, 1, 9, 3 zu ihren letzi^ 
ten Ziffern. Das Gleiche findet nicht bloss iiir die e ä 7 Statt, sondern auch, 
eben so, für alle «» deren letzte Ziffer 7 ist, also auch für s » 17, 37, 47 etc.; 
denn es kommt zunächst nur auf d)e letzte Ziffer der Producte Ar.« an, auf welche 
die vorletzten ZifTern der s und k keinen Einfluss haben. 

Auf ganz ähnliche Weise folgt, dass die letzten Ziffern der Producte der 
Ar mit denjenigen n deren letzte Ziffer 1 ist, quer über, 1, 3, 7, 9 sind, mit den- 
jenigen f, deren letzte Ziffer 3 ist, 3, 9, 1, 7 und mit denjenigen «, deren letzte 
Ziffer 9 ist, 9, 7, 3, l. Man darf daher nur, quer durch die, Tafel: 
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! Hinter den e= 1, 11, 31, 41 wiederholt 1, 3, 7, 9, 
Hinter den c— 7, 17, 37, 47 wiederholt 7, 1, 9, 3, 
Hinter den£=s 13, 23, 43, 53 *.:•• wiederholt 3, 9, 7, 1, und 
Hinter denc= 19, 29, 49, 59 wiederholt 9, 7, 3, 1, 

schreiben^ so sind ohne alle Rechnung die letzten Ziffern aller zweizißrigen 
Zahlen der Tafel (IL) rollständig gefunden. 

D; Es £ehlen noch die porktzten Ziffern der Producte ke\ und diese 
finden sich wie folgt durch blosses jibiähleru 

Zum Anfange sind die {vorletzten Ziflern der Producte aller 80 verschie- 
denen ß, bloss erst niit den ersten drei k^ 3, 7^ 9 nöthig. Diejenigen der Pro- 
ducte der acht erstens: 1, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 23, 29 mit k = 3, 7, 9 wurden 
nach (B) durch wirkliche Multipücation gefunden. Aus ihnen finden sich die 
Producte der flbrigen 70 verschiedenen emit /r = 3, 7y 9, wenn man zja denen 
der ersten achte, wiederholt 30 Ar addirt. Also nehmen diese Producte, z. B. für 
k=z3^ wiederholt um 3.30 := 90 und mithin ihre vorletzten Ziffern (wiederholt 

um 9 zu ; die vorletzten Ziffern der Producte der e = 1, 31^ 61, 91 mit Ar = 3 

heissen also 0^ 9, 8, 7, 6 Eben so heissen die {vorletzten Ziffern der Pro- 
ducte dere= 7, 37, 67, 97 mit k = 3 : 2^ 1^ 0, 9^ 8 •.. und so weiter. 

Aehnlich verhält es sich für Ar = 7 und Ar = 9. Für Ar = 7 nehmen die Producte 
ke um 7.30 = 210, also ihre (vorletzten Z\((ern um 1 zu^ und es heissen folglich 

diejenigen der Producte von ^e 1, 31^ 61, 91 mit Ar = 7 : 0, 1^ 2, 3^ 4 ; 

diejenigen der Producte von e = 7> 37, 67, 97 mit Ar = 7 heissen 4, 5, 6, 7y 

8 a. s. w. Für Ar = 9 nehmen die Producte ke um 9.30 = 270, also ihre 

(vorletzten Ziffern wiederholt um 7 zu, und es heissen folglich die ^vorletzten Zif- 
fern der Producte von£= 1, 31, 61, 91 mit Ar = 9 : 0, 7, 4, 1, 8 , die- 
jenigen der Producte von fi= 7, 37, 67,97 mit Ar = 9 heissen 6, 3, 0, 7, 4 

Q. s. w» Wo wiederholt 9 und 7 zu addiren sind, nemlich für Ar = 3 und Ar == 9, 
kann man, da es nur auf die vorletzten Ziffern ankommt, statt dessen auch 
10 — 9 = 1 und 10 — 7 = 3 wiederholt abziehen. 

So also werden^ zunächst für die drei ersten Ar = 3, 7, 9, die porletzten 
-ZifTem ihrer Producte mit den 80 verschiedenen e durch blosses Abzählen ge- 
funden. 

E; Wenn nun weiter z. B. die gegen 1, 3, 7, 9 um 10 grosseren Ar = 11, 
13, 17, 19 mit £=7 muhiplicirt werden, so sind die Producte um 7.10 = 70, 
also ihre vorletzten Ziffern um 7 grosser, als die von 7 mal 1 , 3, 7^ 9; sie sind 
also 7 -f- 0, 2, 4, 6 = 7, 9, 1, 3. Gleicherweise verhält es sich für alle e, deren 

Cralle'f Jonnial f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 10 
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litzte Ziffer 7 ist, denn die porktzte Zifler von « vergrossert die Producte mit den 
h^ welche um 10 grosser sidd^ schon um Hunderte^ welche nicht in Betracht kom* 
men. Sind die e um neue 10 grosser/ so nimmt die porletzte ZiTfer der Producte 
ks von Neuem um 7 zu u. s* w» Man findet demnach die i?orletzten Ziffern der 
Producte in allen den wagerechten Reihen« welche zu den e geboren, deren letzte 
Ziffer 7 ist^ wenn man die porleizten Ziffern Ton£ $elb$tt forta^rend um 7 er- 
höht, oder auch (da es immer nur auf die porletzten Ziffern ankommt, ohne Rück- 
sicht auf die weiter vorhergehenden), wenn man sie um 10 — 7 =: 3 erniedrigt. 
So heissen also z. B. die portetzten Ziffern der Producte von e=s 17 mit den ver- 
schiedenen k : 1, 5, 1, 5 (-1-7) = 8, 2,8,2(-l- 7) = 5, 9,5,9(+7) = 2,6, 2, 6 
u. s. w«; diejenigen von ß= 37 mit den verschiedenen k heissen 3^ 1, 5) 3 (+ 7) 
= 0, 8, 2^ (+7) = 7, 5, 9, 7 (-^ 7) = 4, % 6, 4 u. s. w. 

Aus ganz ahnlichen Grflnden nehmen die PorleUten Ziffern der Producte 
aller e deren letzte Ziffer 1 ist^ mit den wiederholt um 10 steigenden Ar, um 1 zu, 
weil die Producte selbst um 1.10 = 10 zunehmen. Die porletzten Ziffern der 
Producte aller e^ deren letzte Ziffer 3 ist, mit den wiederholt um 10 steigenden kj 
nehmen um 3 zu, weil die Producte selbst um 3.10 =s 30 zunehmen. Endlich, 
die porletzten Ziffern der Producte a)Ier e, deren letzte Ziffer 9 ist, mit den wie- 
derholt um 10 steigenden kj nehmen um 9 zu, weil die Producte selbst um 
9.10 = 90 zunehmen. 

Man findet demnach die porletzten Zif hm der Producte Af auch noch für 
alle Ar > 10 ganz einfach, wenn man die porletzten Ziffern der Producte aller e 
mit den ersten pier Ar = 1, 3, 7, 9, die sich nach (Z>) ergaben, quer durch die 
ganze Tafel, 

( Für alle i, deren letzte Ziffer 1 ist, um ], 

1 Für alle «, deren letzte Ziffer 3 ist, um 3, 
^ *^ j Für alle i, deren letzteZiffei 7 ist, um 7 erhobt, oder auch um 3 erniedrigt u. 

\ Für alle e, deren letzte Ziffer 9 ist, um 9 sie erhöht, oder auch um 1 erniedrigt; 
also Oberhaupt: vpennman^ jedesmal quer durch die ganze Tafel^ die porletzten 
Ziffern der Producte aller emit den pier ersten Ar = 1, 3, 7, 9, in den mer ersten 
senkrechten Spalten , wiederholt um die letzte Ziffer der nemlichen e erhöht^ 
oder auchf ppenn diese letzte Ziffer 7 oder 9 ist^ um 3 oder 1 sie erniedrigt. 

^ ist die Tafel (II.) durch blosses Abzählen der porletzten und durch 
bloss wiederholtes Schreiben der letzten Ziffern der Producte aufgestellt; und 
ganz eben so ist der Probedruck der Tafel (ohne Rücksicht auf die Handschrift) 
geprüft und berichtigt worden. 
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10. 

Es kann jetzt die Beschreibung der weiter^ q Vollendung der Produden- 
tafel folgen« Sie mag durch drei Beispiele gegeben werden ; nemlich für die kleinste 
in Betracht kommende Stammzahl p =^ln für den grosseren Stamrofactor 83^ Qod 
für den Slammfactor 1693^ welcher fflr £ = 7 Mill. schon fa$t zu dm grossen 
gehört, und für welchen nicht einmal viel mehr als eine volle Seite der Producten* 
tafel ßSthig ist. 

I« Pr#iiacteiitafel fUr die Iclelnste In Betraelit Uonuatmwkiä^ BtMMSi« 

mmhä j» B y (Taf. III.)« 

Ausser den E giebt die Tafel schon die beiden letzten Ziffern der Pro- 
dncte P^^p.Ef die für alle, je um 300 grossere E dieselben sind, lU den Spalten 
ff gedruckt an. Sie sind entweder, nach ihren 40 verschiedenen Arten, zugleich 
mit den € oder i? gedruckt worden, oder sie sind aus der Tafel (ü) entnommen, 
indem man die, je zu den beiden letzten Ziffern k oon p passenden senkrechten 
Streben aus 10 Exemplaren von (Taf. II) abgeschnitten und auf die abdann noch 
leeren 10 Streifen i; der (Tafel III) aufgeheftet hat. Es kommt daher noch auf 
die übrigen t den beiden letzten vorhergehenden Ziffern der P an; die aber su* 
folge ($, 8) nicht ganz ausgeschrieben, sondern durch die Nummer fLderjefägen 
Seite der fertigen Factorentafel (1), auf welcher das P vorkommt, und dureh 
die Zahl c, i; oder z, welche sie auf dieser Seite trifß^ und die immer kleiner 
als 3000 ist, ausgedrückt werden sollen. 

Zum Beispiel für ;? » 7 und i? = 144 179 ist P =;?.£ = 1 009 25S, 
Die beiden letzten ZilTern 17 =:: 53 dieses P findet man schon gedruckt neben 
JE = 144 179; wie es in (Taf* III) zu sehen ist. Aber statt die vordem Ziffern 
10092, selbst, yon jP, yor 53 zu schreiben, kann, wegen 1 009 200 = 336 .3000 
•h 1200, wie in (Taf. III), bloss cs= 12 vor 53 geschrieben und dann die Nvm^ 
mer fi =; 336 der Seite von (Taf. I), auf welcher 1 009253 vorkommt, auf ir^ 
gend eine Weise (von welcher weiter unten Näheres) angegeben werden« Dann 
zeigt die Productentafel (III) an, dass die Zahl i> = ;i. iS = 1 009 253, welche 
die Stelle 1253 = z auf Seite 336 = /jl der Factorentafel einnimmt, die beiden 
Factorenp ^ l.E = 144 179 hat. 

Es fragt sich also, wie die den beiden lotsten vorhergehenden zwei Zif- 
fern c von Pf die nie über 30 steigen , aleo die Hunderte der Tausende von 
P, bis zu 3000, nebst den Nummern /i der Seiten der Factorentafel zu finden sind. 

Für p^^Tf wie für die folgenden kleinen Stammfactoren, ist Dies über- 
aus leicht 
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So lange oemlich, von J?= 1 anrangend, p.E = P nicht 100 übersteigt, 
also so lange die beiden letzten ZifTern Ton P, die in den Spalten 17 stehen, zu- 
nehmen^ sind die Hunderte c Null; mithin ist vor den beiden letzten Zißern 
ti = 0,7, 49, 77 und 91 von P, Null zu setzen. Sobald darauf die beiden letzten 
ZifTern v abnehmen^ ist in der Spalte c, 1 zu setzen; und Dies so lange, als wie- 
der die beiden letzten ZifTern n von P steigen\ also vor 1; = 19, 33, 61. Vor 
die weiter folgenden letzten ZiTern 17 = 0,3, 17, 59, 87 ist 2 zu setzen. Und 
so weiter, bis mit den Ziffern v die Zahl 30 erreicht ist; welches in (Taf. III), 
da geschieht, wo in der Spalte £, 431 steht. Dann wird statt 30 wieder ge« 
setzt, wogegen die Seitenzahl /x der Factorentafel um 1 zunimmt. Erreichen die 
Hunderte c von P wieder 30, was in (Taf III) neben 1 » 859 geschieht, so 
nimmt die Seitenzahl /x der Factorentafel von Neuem um 1 zu. Und so weiter, 
bis zu Ende des Blatts der Productentafel. 

So findet man für die kleineren Stammfactoren p alles noch Nothige ohne 
alle eigentliche Rechnung, durch blosses abzählen, und folglich zugleich mit 
grosser Sicherheit. 
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II. Prodaetentaffel für die ffrttssere StammBaMl j» =» M (Taff. IW.)» 

Hier ist einige Rechnung nothig; nemlich folgende. 
Zunächst findet man 7, 11^ 13, 17^ 19^ 23 und 29ma/83, wenn man 
der Reihe nach 6, 4, % 4, 2, 4, 6^ 2mal 83 zu 83 addirt. Dies giebt, da 2.83=166, 
4 . 83 = 332 und 6 . 83 =: 498 ist^ Folgendes, 

Die Zahlen c der Hunderte von 

P = 83 x(7, 11, 13, 17, 19,23.29,31) =/>.!? 
sind also 5, 9, 10, 14, 15, 19, 24 und 25, d{& man in 
(Taf. IV) oben links in der Spalte c sieht. 

Weiter finden sich die P = 83.E für die übrigen 
ß<300, wenn man zu 83 X (I, 7, 11, 13, 17, 19,23,29), 
also zu 83, 581, 913, 1079, 1411, 1577, 1909 und 2407, 
wiederholt 30.83 = 2490 addirt; wobei zu beachten ist, 
dass, sobald die Summen über 3000 steigen, die Seiten- 
nummer ^ der Factorentafel um 1 steigt. Das wiederholte 
Addiren von 30.83 = 2490 geschieht am leichtesten und 
sichersten, wenn man die Zahl 2490 auf den untern Rand 
eines Papiers schreibt, dasselbe, allmählig es weiter hin- 
unterrflckend. Aber Das, wozu 2490 zu addiren ist, hält 
und dann die Summen nimmt. Nemlich: 



1.83 - 

6.83 » 
. 7.83 » 

4.83« 
11 . 83 a 

2.83» 



m 



913 
166 

13.83 a 1079J 

4.83 « 332 

17.83 a 1411 

2.83 a 166 



»19.83 a 1577 
-h 4.83 a 332 
a 23 . 83 a 19()9| 
-4- 6.83 a 498 
a 29.83 a 2407 
+ 2.83 a Jj56 
»31.83 a 25731 
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3 


133 


2039 


3 


151 


533 


4 


157 


1031 


4 


161 


1363 


4 


163 


1529 


4 


181 


23 


5 


187 


521 


5 


191 


853 


5 


193 


1019 


5 


211 


2513 


5 


217 


11 


6 


221 


343 


6 


223 


509 


6 


241 


2003 


6 


247 


2501 


6 


251 


2833 


6 


253 


2999 


6 


271 


1493 


7 


277 


1991 


7 


281 


2323 


7 


283 


2489 


7 


^301 


983 


8 


307 


1481 


8 


311 


1813 


8 


313 


1979 


8 


17 


1411 





19 


1577 





23 


1909 





29 


2407 





47 


901 


l 


49 


1067 


1 


63 


1399 


1 


59 


1897 


1 


77 


391 


2 


79 


557 


2 


83 


889 


2 


89 


1387 


2 


107 


2881 


2 


109 


47 


3 


113 


379 


3 


119 


877 


3 


137 


2371 


3 


139 


2537 


3 


143 


2869 


3 


149 


367 


4 


'l67 


1861 


4 


169 


2027 


4 


173 


2359 


4 


179 


2857 


4 


197 


1351 


5 


199 


1517 


5 


203 


1849 


6 


209 


2347 


5 


227 


841 


6 


229 


1007 


6 


233 


1339 


6 


239 


1837 


6 


257 


331 


7 


259 


497 


7 


263 


829 


7 


269 


1327 


7 


287 


2821 


7 


289 


2987 


7 


293 


319 


8 


299 


817 


8 


317 


2311 


8 


319 


2477 


8 


323 


2809 


8 


329 


307 


9 



Die beiden ersten Ziffern dieser Simimen sind die, welche in der por-- 
dem Spalte c von (Taf. IV) stehen. Es lassen sich hier die Summen auch noch 
leichter und ohne Hiilfspapier finden, wenn man.9 statt 2490 zu addiren^ fort- 
gesetzt 3000 — 2490=510 subtrahirt und^ um 1 erhöht, wenn c^ri abnimmt. 

Um für die übrigen Spalten die c der Tafel (die Hunderte der P) zu fin- 
den ^ nebst den /x, darf man nur zu den c und fi der ersten Spalte wiederholt 
300.83 = 24900 = 8.3000 -»-900 addiren, also 8 zu der Seitenzahl /jl der 
Factorentafel, und 9 zu den Hunderten c\ was keines besondern Blattes zur Rech- 
nung bedarf y und wobei nur wieder zu beobachten ist 9 dass, sobald die Zahl c 
der Hunderte 30 übersteigt, die Seitenzahl fi der Factorentafel um 1 mehr zu- 
nimmt. Proben geben die 15 = 301,307,311 etc. in (14). Wie leicht zu 
sehen, ergiebt sich für die erste wagerechte 



(W.) 



ji e (le n e /* c fi c fi e n e (i e fi e fi e 
j ZeUe dür Tafel 0,6 ; 8,9 ; 16.18 ; 24,27 ; 33,6 ; 41,15 ; 49,24 ; 58,3; 66,12 ; 74,21; 
{ Für d. zweite ZeUe 0,5;8,14; I6,23;25,2 ;33,ll;41,20; 49,29; 58,8: 66,17; 74,26. 
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Statt der /u, selbst sollen nur ihre ^mahnten vermerkt werden. Wie 
diese Zunahmen zu finden sind, ohne die /u, selbst zu berechnen , wird sich deut- 
licher zeigen , bei der folgenden 



(Vi»r. w.)> 

A. Das Verfahren für p ss 1693 ist dasselbe wie vorhin fOr p =s 83. 
Da hier 
2.1693=:3386«N.l+386,4.1693:^772»N.2-l-772u.61693=sl0]58r=:N.3+1168 

ist, so ist die Rechnung folgende: 



m 



1.1693 . 

• 6 . 1693 
» 7 . 1693 
•H 4 . 1693 

. 11.1693 
+ 2.1693 
. 13.1693 

k 4.1693 

- 17.1693 
•f- 2.1693 
. 19.1693 

h 4.1693 

- 23.1693 
h 6.1693 
. 29.1693 
h 2.1693 
. 31.1693 



a«.) 



C, 1} 

1693 
1158 



3 


2851 

772 


3 
2 


623 
386 


6 
1 


1009 

772 


7 
2 


1781 
386 


9 
1 


2167 

772 


10 
2 


2939 
1158 


12 
3 


1097 
386 


16 

1 


1483 


17 



E e,n 

1 1693 

31 1483 

61 1273 

91 1063 

853 



121 
151 
181 
211 
241 




17 
34 
61 
68 
643 85 
433 102 



Also sind die ersten e links, oben , in der ersten 
Hauptspalte von (Tai V.) a 1«, 28, 6, 10, 17, 
21, 29. 10. Die ^ sind 0, 3. 6. 7, 9, 10, 12, 16. 
B. Die fernem c fflr die erste Hanptspalte 
findet man, nebst den ^, wenn man zu den ersten 
acht c und /t, 30.1693 = 50790 =s 16.3000 
-f-2790, also 2790 zu den c^rj und 16 su den ^ 
wiederholt addirt, oder auch, was hier leichter 
ist, 3000 — 2790 ss 210 von den c wiederholt 
abzieht nn^i dann n um 1 nwhry also um 17 std» 
gen lässt, falls c abnimmt. 
Dies giebt: 



223 119 

13 136 

271 2803 152 

301 2593 169 



B <w ft 

7 2851 3 

37 2641 20 

67 2431 37 

97 2221 54 

127 ,2011 71 

157 1801 88 

187 1691 105 

217 1381 122 

347 1171 



277 
300 



139 
961 156 
751 173 



E c,ti ft 

11 623 6 

41 413 23 

71 203 40 

101 2993 66 

131 2783 73 

161 2573 90 

191 2363 107 

221 2153 124 

251 1943 141 

281 1733 158 

Sil 1523 175 



E Vyfl 

13 1009 

43 799 

73 589 

103 379 

133 169 

163 2959 

193 2749 108 

223 2539 125 

253 2329 142 

383 2119 169 

313 1909 176 



1 
24 
41 

58 
75 
91 
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E e^ij ft E Cffj /i E e^tj fi E e,i| ^ 

17 1781 9 19 2167 10 23 2939 12 29 1097 16 

47 1571 26 49 1957 27 53 2729 29 69 887 33 

77 1361 43 79 1747 44 83 2519 46 89 677 50 

107 1151 60 109 1537 61 113 2309 63 119 467 67 

rW^ / 137 941 77 139 1327 78 143 2099 80 149 257 84 

•^ ^ 167 731 94 169 1117 96 173 1889 97 179 47 101 

197 521 111 199 907 112 203 1679 114 209 2837 117 

227 311 128 229 697 129 233 1469 131 239 2627 134 

257 101 145 259 487 146 263 1259 148 269 2417 151 

287 2891 161 289 277 163 293 1049 165 299 2207 168 

317 2681 178 319 67 180 323 839 182 329 1997 185 

Die beiden ersten Ziffern dieser Summen, c = 14, 26, 4, 7^ 15 , in den 

auf die erste folgenden wagerechten Zeilen von (16)) sind die übrigen 72 rer* 
schiedenen c in der ersten senkrechten Hauptspalte von (Taf. V). 

C ; um die c in den weitern Hauptapalten zu finden, hat man wiederholt 
300/7 = 300.1693 = 507900 = 160.3000 + 900 zu P, also überall wiederholt 
9 (900) zu den vordem c zu addiren; wobei wieder zu beobachten ist, dass, sobald 
die Summe 30 flbersteigt, statt ihrer der Ueberschuss über 30 angegeben wer- 
den muss. Dies giebt also, z. B. für die erste wagerechte Zeile in (Taf.V.) ; c = 16^ 
25, 4, 13, 22, 1, 10, 19, 28, 7, für die zweite wagerechte Zeile: c=28, 7, 16, 25, 
4, 13,22,1,10, 19 u. s.w. 

D; Es kommt nun auch auf die /x an; und zwar auf ihre Zunahmen^ 
die statt ihrer in die Tafel eingetragen werden sollen. 

Fflr die rorcf^r^ Hauptspalte giebt die Rechnung (16) alle fx selbst an, aus 
welchen also ihre 2kmahmen unmittelbar entnommen werden können. Sie sind 
folgende: 

iFur£=l 7 11 13 17 19 23 29 31 37 
^ = 03 67 9 10 12 16 17 20 
Zunahmen yott /u = 3 3 121241 3 

El Aus diesen Zunahmen von /u und den zugehörigen c können die Zu- 
nahmen von /u in den weitern Hauptspalten , nachdem in dieselben alle c nach 
(C) eingetragen worden, nach einer sehr einfachen Regel gefunden werden ^ die 
auf folgender Erwägung beruht 

Es sei für irgend ein E und pl 

(18.) E.p^iWfJL-hX, 
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wo also %f die Zahl ist 9 welche in den Spalten c^ri steht Für das nächst grös^ 
sere, unmittelbar unter E stehende E^ sei das zu E.p hinzukommende 

(19.) (£| -'E)p- 3000 X + r ; 

wo also X die Zunahme von fi bezeichnet. Dies giebt, wenn man (18 u. 19) 

addirt, 

(200 JE:x;7 = 3000C/z + x)+X; + r. 

Für das um 300 grössere jB+ 300, wagerecht neben E in der nächsten senk- 
rechten Hauptspalte, sei 

(21.) (JB+300);> = 30001; + ^, 

wo wiederum ^ die Zahl ist, welche in den nächsten Spalten c,fj steht. Um von 
diesem (£+300);? zu dem wieder unmittelbar darunter stehenden (j^ -l-300)/y 
überzugehen , welches zunächst grösser als (JE + 300);? ist, muss man zu dem- 
selben das nemliche {Ei — E)p = 3000x + r(19), welches zu JSjp(18) addirt 
wurde^ hinzuthun, denn es kommt zu E.p und jE^(/? + 300) das Gleiche hinzu^ 
weil E in beiden um gleichviel wächst. Also ist aus der Summe von (21 u. 19): 

(22.) (£i+300);7 = 3000(v+x) + ^ + r; 

wo nun jetzt v die Zunahme von (x bezeichnet. 
Zusammen ist also 

!1. jE>;=3000^+X(18) 3. (JB-h300);7=30002;+3(21) 

2. JEjp=3000Ca+x)+XrHr(20) 4. (£,+300);?=3000(2'+x)+^+r(22) 
5. (£i-J50/? = 3OOOx + r (19). 

Die Zahlen X;, ^ nnd r in (23, 1, 3, 5) sind immer kleiner als 3000} aber 
>; + r und (? + r in (23, 2 u. 4) können grösser als 3000 sein. In diesem Fall 
müssen statt X; + r und ^ + r andere Zahlen 

1. X, = X; + r — 3000 und 



^^^ ^ 2. (?i=(? + r-3000 

gesetzt werden, während zugleich itt + x und )^ + x, oder auchx, um I erhöht 
wirdj so dass also dann, statt wie in (23, 2 u. 4): 

. i '• £i;>=3000Ca + x+l) + ^4 und 

^ '^ i 2. JE:,+300) = (i;+x +!) + (?, 

ist Dann stehen die Zahlen \ und ii in den Spalten c^ri. Aber es ist notb- 
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wendig X/i < X; und ?i <£, weil in (24, 1 u. 2) r — 3000 negatw ist. Mithin: 
wenn von den beiden, in den Spalten c^ri zunächst unter einander stehenden 
nennlich zu E.p und Ei.p gehörigen Zahlen X und \^ oder auch von den beiden, 
in den Spalten c^n zunächst unier einander stehenden, zu (J^+300)^ und 
(iPi + 300);? gehörigen Zahlen C und Si die zo^eiie kleiner ist, als die erste, muss 
die Zunahme x von fx um 1 grösser angenommen werden, als wenn, umgekehrt 
die zweite grösser ist, als die erste. 

Daraus folgt nachstehende sehr einfache Regel für die Angabe der Zu- 
nahnun von /x: 
F. „Nehmen die in den Spalten c^'n irgend einer der Hauptspalten zunächst 
9,unter einander stehenden Zahlen X; und Xi zuj oder abj und die in der 
„nächsten Hauptspalte in CjTJ^ wagerecht daneben, also gleichfalls zunächst 
^unter einander stehenden Zahlen i und ^^gleichfalls zu^ oder ab, so 
i,nimmt in beiden Hauptspalten /x um gleichviel zu; denn entweder muss 
„in beiden zugleich, x um 1 erhöht ^ oder nicht erhöht werden. Nimmt 
„dagegen X in der einen Hauptspalte bis zu \ zu^ oder ab, während in der 
„nächsten Hauptspalte neben jener, ^ bis zu Ci ab^ oder ziinimmt, so nimmt 
^uin derjenigen Hauptspalte, in welcher die in c^rj stehenden Zahlen ab- 
„nehmen^ um 1 mehr zJUy als in der andern. 

G. Mach dieser Regel lässt sich aus den in zwei aufeinander folgenden 
Hauptspalten in c^n unmittelbar unter «inander stehenden Zahlen 9 und aus den 
in der einen Hauptspalte dazu gehörenden Zunahmen von fx^ die Zunahme der 
fx in der andern Hauptspalte unmittelbar und ohne alle Rechnung finden. Und 
da nun die Zahlen der Spalten c^fj schon sämmtlich eingetragen sind (die 17 ge- 
druckt , die c nach (C), desgleichen die Zunahmen der (x in der ersten Haupt- 
spalte nach (D)): so lassen sich die Zunahmen der fx für alle {/6r%^/i Haupt- 
spalten nach der Regel (F) unmittelbar^hinschreiben. 

So z. B. sind die Zunahmen der /x, nebst den zugehörigen c, in den bei- 
den zu 83 und 89 gehörigen wagerechten Reihen : 

eoeeccccee 

2Vb. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

( 2, 25; 3, 4; 2, 13; 2.22; 3, 1,2, 10; 2, 19; 2, 28: 3, 7; 2, 16 

^^^M 4,6 ; 3,15 ; 3,24 ; 4,3 ; 3,12; 3,21 ; 4,0 ;4,9 ; 3,8; 3,27 

Hier nimmt c in No. 1 ab^ hingegen in No. 2 zu^ also folgt daraus, dass die Zu« 
nähme von fx in No. 2 um 1 kleiner ist, als in No. 1. In No. 1, 4, 7 u. 8 nehmen 
die c aby also sind die Zunahmen von /x in No. 1, 4, 7, 8 gleich 4; in No. 2, 3 
CksUs^ Joomal f. d. M. Bd. LI. Heft I. H 
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5, 6, 9 u. 10 dagegen nehmen die c zu, also sind die Zunahmen von /u in No« 2^ 
3, 5, 6, 9, 10 gleich 3. 

Die Producientafeln lassen sich demnach, wie man sieht, auf diese Weise 
für alle möglichen p, mit Hülfe von geringen Rechnungen, denen in (13, 14, 15, 
16) ähnlich, sehr leicht und vollständig aufstellen; denawas ausser den bezeich- 
neten Rechnungen dazu gehört, ist blosses Abzählen und Schreiben. 

Die in CTaf, III, IV u. V) über die Spalten /a gesetzten Zahlen sind die 
einzelnen Summen der Zunahmen der/x, also die/u selbst. Warum diese Zahlen 
nicht \on der ersten Scitennummer ^ = 1 der F^actorentafel anfangen, wird sich 
weiter unten ergeben. 

IL 

Sind die Proäuctentafeln für alle in Betracht kommenden p vollständig 
aufgestellt, so kann man nun von denselben für die Factoreniafel folgenden 
Gebrauch machen. 

Gesetzt es sei eine Tafel der mit 2, 3, 5 nicht aufgehenden Zahlen Z=P 
= ^.£, bis zu der Grenze Z =^ A vollständig vorhanden, so lässt sich dieselbe 
mittels der Productentafeln für die /?, von /? = 7 an bis p < y^lA), unmittelbar 
uqd ohne alle weitere Rechnung auf folgende 'SV eise fortsetzen. 

Die Productentafeln geben nemlich alle P =z p.E (ur p = 7^ 11, 13 

y(lA')^ über A hinaus^ bis zu jeder beliebigen Höhe an, also auch die P =^ Zy 
welche in 6ev Fortsetzung der vorhanden vorausgesetzten Factorentafel zwischen 
A und TA liegen, folglich die zwei Factoren p und E aller dieser P =i Z. Es 
lassen sich daher aus den Productentafeln in die Fortsetzung der Factorentafel 
nicht allein die p an allen den Stellen bis zu TA eintragen , welche in den Pro- 
ductentafeln von den P=:p.E getroffen werden, sondern auch jedesmal der 

p 
andere der beiden Factoren, JS= -, ebenfalls aus den Productentafeln. Diese 

jB= - sind nie grösser als -^ = ^, weil kein p kleiner als 7 ist. Aber von 

p 
allen diesen E =z -<, ^selbst, findet man auch in der, bis zu^ reichenden Fac- 
torentafel alle ihnen eigenen Factoren : also kann man in die Fortsetzung der 
Tafel bis zu lA, ohne weitere Rechnung ^ einerseits aus den Productentafeln^ 
andrerseits aus der bis A vorhandenen Factorentafel, unmittelbar, nicht bloss 
etwa die beiden Factoren/? und JS, sondern, nächst dem Factor /?, auch noch 
sogleich alle die Factoren^ welche E selbst hat^ statt £, mithin alle Factoren der 
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Z eintra^n. Mitbin lässt sich so die Factorentafel von ^ bis TA oollständiff 
fortsetzen. 

Nachdem jetzt die Factorentafel bis zu lA erlangt ist, stelle man die 
Productentafeln weiter von p = \(1A) bis zu p =^ V(7'-^ auf. Dann lässt 
sich» aus denselben und aus der bis zu TA erlangten Factorentafel, die letztere 
wieder ganz auf dieselbe Weise, wie es bis lA geschähe, bis TA fortfähren. 

Eben so ferner bis zu TA^ wenn man die Productentafeln von p=y(VA) 
bis zu /> = ViVA) weiter berechnet. Und so fort, so weit man will. 

12. 

Wäre noch gar keine vollständige Factorentafel vorhanden , so miisste 
man wie so eben beschrieben verfahren. 

Man konnte dann z. B. ^ = 60 setzen. Bis zu dieser Grenze ist die 
^vollständige Factorentafel folgende : 



(26.) 



z 


E 


P 


7 


7 




11 


11 




13 


13 




17 


17 




19 


19 




23 


23 




29 


29 





Z 


E p 


31 


31 1 


37 


37 1 


41 


41 1 


43 


43 1 


47 


47 1 


49 


7 7 


63 


53 1 


59 


69 1 


für die D Ä 7 



Man stelle nun die Productentafeln für die /> =^ 7 bis zu /> = 19, wel- 
ches zunächst kleiner als YilA) = yiW ist, also für die ;> = 7, 11, 13, 17, 19 
auf. Dieselben geben Folgendes: 



(27.) 



7, 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 
49, 77 91 119 133 161 203 217 259 2S7 301 329 343 371 413 

7 11 13 17 19 23 29 31 37 
77 121 43 187 209 253 319 341 407 

7 11 13 17 19 23 29 31 
91 143 169 221 247 299 377 403 
7 11 13 17 19 23 
ist P=> E.p a 119 187 221 289 323 391 
Ffirp»I9a.£« 7 11 13 17 19 
ist /><* £^ « 133 209 247 323 361 

11* 



fFflrp="7nndE — 
ist Ps»J5.p = 

^Ffirpatll u. £=» 
ist P => £.j> = 

/Förp« 13n.JSs= 
ist P = £j» — 

iFfir p=»17u. £*= 
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Alle £ in (27)» mit Ausnahme des einzigen £= 49, sind zufolge (26) 
Stammzdhhn\ also haben alle P in (27), mit Ausnahme ron P = 343, nur zwei 
Facloren. Bloss £ = 49 in (27) hat In (26) die zwei Factoren 7 und 7, also hat 
P = 343 die drei Factoren 7 , 7 und 7. 

Die P>60<420 in (27) treffen keinesweges alle die Zahlen Z in der 
Fortsetzung der Factorentafel. Es bleiben folgende Zahlen unberührt'. 

iZ» 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 
149 151 157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 233 
239 241 251 257 263 269 271 277 281 283 293 307 311 313 317 331 337 
347 349 353 359 367 373 379 383 389 397 401 409 419; 
und daraus folgt, dass alle diese Zahlen Slammzahlen sind. 

Die 
(29.) P = 77 91 119 133 143 187 209 221 247 und 323 

kommen in (27) zweimal vor; was für jede eine Probe der Rechnung giebt. 

So wäre nun die Fortsetzung der Factorentafel von 60 bis 420 i^ollstän- 
dig erlangt, sobald aus (26 u. 27) die Factoren derjenigen P ss Z^ welche in 
(26 u« 27) getroffen werden, in dieselbe eingetragen sind. Diejenigen Z der 
Factorentafel, welche von den P in (26 u. 27) nicht getroffen werden, sind 
Stammzahlen. 

Jetzt setze man die Productentafeln weiter für die p von 19 ab bis zu 
demjenigen ;? = 53 fort, welches zunächst kleiner als ]/{V A) = |/2940 ist, stelle 
sie also für/> = 23» 29, 31, 37, 41, 43, 47 u. 53 auf. Dann läsat sich die Fac- 
torentafel aus denselben und aus der vorhin bis zu 420 vollendeten Factorentafel, 
ganz wie vorhin, weiter bis 2490 vollständig mit allen Factoren fortsetzen; wo 
sich dann schon öfter mehr als zwei Factoren für die P oder Z finden werden. 
Die unberührt bleibenden Z sind wieder Stammzahten. 

Ferner setze man die Productentafeln für die 18 verschiedenen p^ von 
1^ = 53 ab bis zu demjenigen p = 139 forl^ welches zunächst kleiner als }/(7' j4) 
= |/ 20 580 ist, und verfahre wie vorhin. Darauf für die 41 verschiedenen />, von 
p = 139 bis zu demjenigen p = 379, welches zunächst kleiner als ^(7^w4) = 
1^144 060 ist, und verfahre abermals wie vorhin. Endlich setze man die Produc- 
tentafeln für die 93 verschiedenen py von p = 379 ab bis zu demjenigen p = 997 
fort, welches zunächst kleiner als |/(7*-^) = }^1008420 ist, und verfahre von 
Neuem 9 wie vorhin. 

Auf diese Weise würde man mit der vollständigen Factorentafel bis über 
1 Million gelangen. Man setze nun ferner die Productentafeln für die 214 ver- 
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schiedenenen/^ von p sss 997 bis zu demjenigen/? =t: 2633 fort^ welches zunächst 
kleiner als |/(7 Mill.) ist^ so gelangt man, durch dieselben Mittel wie vorhin, mit 
der vollständigen Factorentafel bis zu 7 Mill. Und so ähnlich weiter, wenn man 
will bis zu 49 Mill., 343 Mill. etc. 

13. 

So müsste man verfahren, wenn noch gar keine einigermassen ausgedehnte 
Factorentafel vorhanden wäre. Aber die Tafel von Chernac , die bis zu 1 Mill. 
und 20 Tausend reicht, ist i^orhanden^ und viel geprüft Wäre sie aber auch 
nicht geprüft, so wurde sie durch ihre Fortsetzung selbst zahlreiche und sehr 
scharfe Proben erfahren. Z.B. die Zahl 3 236 233 = 7.11.13.53.61 wird von den 
5 verschiedenen Prodoctentafeln zu 7» 11, 13, 57, 61 gleichmässigy also 5 mal 
getroffen; es ist für P =/)..&= 3236233: 

Für )9 = 1,E— 462319, welches E also == 11. 13. 53. dl sein muss, 
Für p — l\,E = 294203, welches E also ss 7. 13. 53. 61 sein muss, 
(30,) ( Für p^lZ,E— 248941, welches E also = 7. 11. 53. 61 sein muss. 
Für ;> = 53, £ = 61 063, welches E also = 7. 11. 13. 61 sein muss. 
Für ;> = 61, £ = 53035, welches E also = 7. 11. 13. 53 sein muss. 

Diese 5 verschiedenen E sind nun in der CA^r/itzcschen Tafel aufzusuchen ; 
und in der That findet man , dass sie die nach (30) fllr die E nothwendigen 
Factoren angiebt. Jedes Z^ welches mehr als einen verschiedenen Factor 
/?*<2633 hat, wird von den Productentafeln mehr als ^mma/ berflhrt ; die zu- 
gehörigen E sind in der CA^/Tiacschen Tafel aufzusuchen, und geben also eben 
so viele Proö^/i. Bloss diejenigen Z, welche nur einen Factor /7<2633 haben, 
werden von den Productentafeln nur einmal berührt. Der zweite Factor E soll 
dann eine Siammzahl sein« Aber auch Dies giebt eine Probe der Chernetcschen 
Tafel. Dieselbe muss nemlich fiir E wirklich eine Stammzahl anzeigen ; und ob 
diese richtig gedruckt sei, findet sich daraus, dass sie in die Reihe der nicht mit 
2, 3, 5 aufgehenden Zahlen E, welche alle ohne Ausnahme in der Tafel vorkom- 
men, passen muss. 

Die Chernacsche Tafel wird also durch ihre Fortsetzung selbst (voraus- 
gesetzt natürlich, dass in den Productentafeln kein Fehler blieb) durchweg und 
vielfältig geprüft. Auch werden, umgekehrt, durch die Chernacsche Tafel et- 
waige Fehler in den Productentafeln entdeckt. Denn giebt eine Productentafel 
ein unrichtiges Ps=pE d^n (die p und E können nicht unrichtig sein, weil sie ge- 
druckt sind und also, wenn sie für eine Steile unrichtig wären, es übürall sein 
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miissten) : so wird das unrichtige P von den Factoren , welche die Chernac%che 
Tafel für das zugehörige E giebt, nicht wie es sein müsste, getroffen werden. 

Es ist daher durchaus nicht nothig, die Chernacschc Tafel nach (§. 13) 
fon Neuem aufzustellen. Dies würde nur dann nothig sein , wenn sich darin 
zahlreiche Fehler fanden ; worauf man aber bisher nicht gestossen ist. Man darf 
also ohne Bedenken die CAer/iacsche Tafel bloss fortsetzen. 

Yiz%% jede Fortsetzung einer Factorentafel durch das beschriebene Ver- 
fahren» zufolge ($. 13.) immer nur bis zum Ifachen Umfang gehen kann, ist der 
Grund , weshalb in ($. 4.) angenommen wurde^ dass man die Cliernac^che Tafel 
zunächst grade bis zu 7 Millionen fortzusetzen haben dürfte ; worauf man dann» 
wenn man will» bis zu 49, 343 u. s. w« Millionen gehen kann. 

14. 

Für die Fortsetzung der Chernacschen Tafel ist nun Folgendes zu be- 
merken. 

A. Angenommen, dass man die T^Mganzso vpeitsie reicht^ also bis zu 

(31.) ^ = 1020000 

benutzen wolle» so ist die erste Seite der Fortsetzung die 341 /^ von Anfang» die 
aber aus den Gründen in (§. 8.)» nemlich damit die Seitenzahl der Factorentafel 
unmittelbar die Zahl fi \n P=p.E = 3000 /x + ^ (8) ausdrücke, nicht die 
Nummer 34 1, sondern die Nummer 340 erhält. Die Chcrnacsche Tafel, so wie 

(Tat I.) gedruckt, würde — ggöö" =340 Seiten füllen. 

B. Da nun' die Productentafeln dazu bestimmt sind» ftir bestimmte p und 
E die Stellen anzugeben, an welchen die pE =i P oder Z in der Eactorentafei 
stehen» um dann an diese Stellen /?» nebst den aus der Chernacuihcn Tafel za 
nehmenden Factoren von iS setzen zu können, so kommt es zunächst auf //Ire Stelle 
der ersten Seite der Fortsetzung der Factorentafel an , in welche^ zum ersten^ 
mal zu setzen ist; so wie auf das zugehörige E. 

C. Da die E in den Productentafeln, auf jeder Seile derselben» für 
jedes ^ um 3000 fortschreiten, so darf man an die Spitze der Cnur eine Zahl 
X; setzen, welche mit 3000 aufgellt und für welche dann zugleich pX<A, hin- 
gegen p(K + 30{iO)>A ist, damit das P = p.E oder Z, welches runächsi 
grosser als A ist, auf der vorliegenden Seite vorkomme. 

Diese Zahl ^ ist für /? = 7, also für (Taf. III), = 144 000, Attin pK 
= 7.144000= 1008000 ist kleiner, hingegen 7.(144 000 + 3000)= 1029 0(10 
grosser als ^ = 1 020000. Deshalb ist in (Taf. lU) 
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(32.) X r= 144000 

an die Spirze der E gestellt. 

Für ps=S3 ist X = 12000; denn /?X, = 83.12000 = 996000 ist kleiner, 
hingegeo 83 (12 000 + 3000) = 1 245 000 grosser als ^. Deshalb steht in 
(Taf. IV) 

(33.) X, =r 12000 

an der Spitze der E. 

rUrp = 1693 ist X* = 0, denn pl = 169.30 = « ist kleiner, hingegen 
1693(0 + 3000) = 5079000 grösser als ^, und deshalb steht in (Taf. V) 

(34.) X = 

an der Spitze der E. 

Die kf mit den in den Spalten c stehenden Zahlen zusammengezählt^ 
drücken nun alle E auf der vorliegenden Seite der Productentafel aus. Reicht die 
vorliegende Seite nicht aus, so muss man % für jede folgende Seite uro 3000 ver« 
grossem. 

D. Da jetzt das erste EssX-^\ auf der vorliegenden Seite der Pro- 
ductentafel bestimmt ist, io ist es auch das zugehörige P:=:^.£=/7(A+1); und 
dieses P oder Z steht, wenn man 

(35.) ;>(A+l) = 3000/z + « 

•elzt, auf der ^^^ Seite der Factorentafel, für deren erste Seite, nach (A u. $. 8), 
^ = ist. 

Für /> = 7 ist />(A + 1) = 7.144 001 (32) = 1 008 007 = 3000.3S6+7, 
also ist nach (35) fi = 336, und demnach steht in (Taf.III) 

(36) /Ars 336 

ttber der ersten der Spalten fi, welche die Zunahme der fj. angeben; für die 
erste Zimahme von /ul aber steht 0. 

Für ^ s 83 ist piX + 1) = 83.(12000 + 1) (33) = 996001, also ist nach 
(35), /x = 332, und daher steht in (Taf. IV) 
(37.) /u =s 332 

über der ersten der Spalten /i, und fflr die erste Zunahme von /u steht wieder 0. 
Für P = 1693 ist P (X, -4- 1) = 1693 (0+ 1) (34) = 1693; abo ist nach 
(35) ^ a und daher steht in (Taf. V) 

(38.) ^ = 
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über der ersten der Spalten /Uy und für die erste Zunahme von /u steht 
wieder 0. 

E. Nachdem so das erste fx der Fortsetzung d^r Chernac^^txn Ta- 
fel bestimmt w&rden ist, ergeben sich, wenn man fortwahrend die in den Spal» 
ten (JL angegebenen Zunahmen von (jl hinzuthut^ die /ul für alle E. Dies giebt 
die (Taf. III, IV, V) über jedem Hundert vermerkten /u; und eine Probe ist, dass 
das/x am Ende des letzten, 29 ten Hundert, nebst der für denUebergang von 2999 
zu 3001noch hinzukommenden Zunahme von /x, (nach §. 8, 9) ein /u geben muss» 
welches um P grösser ist als das erste anfängliche. 

In Taf. IIL) beträgt /u für das 29 te Hundert 342, und die Zunahme von 
2999 bis 3001 noch 1 , weil grade dort die Zahl 7; abnimmt; demnach ist /ul für 
die nächste Seite derProductentafel = 343; und Dies ist um /'=7 grosser als336. 

In (Taf. IV.) beträgt /x für das Ende des 29 ten Hunderts 414, und es wäre 
also, da noch 1 hinzukommt, indem die Zahlen c^tj von 2999 bis 3001 abnehmen, 
für die nächste Seite der Productentafel /u = 415; was um 83 grosser ist als 332. 

In (Taf. Y.) beträgt fi am Ende des 29 ten Hunderts 1692, und von 2999 
bis 3001 kommt (eben wie ron 299 zu 301) nach (16 §. 10) noch 1 hinzu; also 
wäre /UL für die nächste Seite der Productentafel = 1693; was, wie gehörig, um 
p = 1693 grosser ist als 0. 

F. Aus den jetzt für alle E der Productentafeln angegebenen /u findet 
sich nunmehr von selbst die Stelle der ersten Seite der Fortsetzung der Cher- 
nacschen Factor entajel^ an a^elcher zum erstenmale p als Factor zu setzen 
ist; nebst dem zugehörigen E. Sie ist diejenige, wo in derProductentafel /x die 
Mummer 340 der ersten Seite der Fortsetzung der Factorentafel erreicht ( nach 
der von statt 1 anfangenden Nummerirung, gemäss j1) oder auch zuerst sie über-^ 
schreitet, und das zugehörige E steht daneben. 

In (Taf. III.) erreicht fx die Zahl 340 für £= 145 716 und e.n ist = 19, 
also steht p ^=^1 auf Seite 340 der Factorentafel zuerst in dem Fach 19. Jn der 
That ist 7.145717 — 1020019 = 340.3000 = 19, 

In (Taf. IV) erreicht (x die Zahl 340 für £= 12293, und c^n ist = 319, 
also steht ;? = 83 auf Seite 340 der Factorentafeln zuerst in dem Fach 319. In 
der That ist 83.12293 = 1 020319 = 340.3000 + 319. 

In (Taf. V.) überschreitet fx. die Zahl 340 zuerst für E = 607, und zwar 
um 2, und c,ri ist =r 1651, also steht p z=z 1693 auf Seite 340 + 2 = 842 der 
Factorentafel zuerst in dem Fach 1651. In der That ist 1693 .607 = 1027651 
s= 342.3000+ 1651. 
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15. 

Nunmehr kann die Fortsetzang der Chemacsdien Factorentafel, aus ihr 
selbst und aus den Produclentafeln , ohne alle cpeüere Rechnung y bloss ausge» 
sckrieben werden. 

Die Productentafel nemh'ch giebt durch die fx und die e^ri die Nummer 
der Factorentafel und das Fach an, in welchem auf derselben Z oder P^=ip.E 
steht; die Factoren von E aber giebt die Chernacsche Tafel an, und es gelangen in 
derselben alle der Reihe nach auf einander folgenden £, von dem ersten an, wel- 

ches in Betracht kommt» bis -- = — — zur Anwendung; denn alle diese E 

folgen auch in der Productentafel in derselben Ordnung unmittelbar ai^fein^ 
ander. Es ist daher nichts weiter nothig, als p an die durch die Cfti angegebenen 
Stellen der Factorentafel mit /ll zu schreiben und aus der CA^rmicscben Tafel 
die Factoren der zugehörigen E dazu zu setzen. 

So z« B. giebt die Productentafel fiir p ^=^1 und fi 340 der Reihe nach 

£» 145717 145721 145723 145727 145729 145733 

c,i7» 19 47 61 89 103 131 

. also Z - 1020019 1020047 1020061 1020089 1020103 1020131 

'^^ Nach der CKermicschen 

Tafel ist £» 11.13.1019 145721 145723 43.3389 61.2389 7.109.191 

also ist Z « 7.11.13-1019 7.1457217.145723 7.43.3389 7.61.2389 7M09.191 

und so weiter. 

16. 

Bei den E und ihren Factoren lässt sich nicht leicht fehlen j da sie in der 
CA^mocschen Tafel alle ohne j4usnahme und der Reihe nacA genommen werden. 
Nur bei den Z ist Aufmerksamkeit nothig, dass man aus der Productentafel die 
Seitenzahl fx der Factorentafel und die Stelle c^ V auf derselben» zu den auf ein- 
ander folgenden E richtig entnehme. Aber auch in der Seitenzahl /ul der Fac- 
torentafel lässt sich^ für diejenigen p, welche auf einer und derselben Seite noch 
mehr als einmal yorkomwen (was noch bis zu /?<300 der Fall ist, da derzcpei' 
malige grosste Fortschritt der J?, 6 -I- 4 = ist) nicht leicht irren, indem sich der 
Uebergang von einer Tafel zur nächsten aus dem Abnehmen der c» fi von selbst 
ergiebt ; bloss für die p > 300 ist eine besondere Aufmerksamkeit auf die Seiten- 
zahl fi der Factorentafel nothig. 

Die Mühe des obigen Eintragens der p sus der Factorentafel der zugehöri- 
gen £ nimmt, so wie p steigt, schnell ab. Und schon durch p :=: 7 garu, allein wird 
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90 % Zur Aufsielbmg einer Factoreniqfd. 

ein bedeutender Tbeil der Felder der Factorentafel gefüllt. Ehe nemlicb 7. E 
über 3000 steigt^ muss £ um 429 zugenommen haben» und in diesem Umfange 
liegen etwa 114 verschiedene E: also kommt 7 auf jeder Seite der Factorentafel 
an 114 mal als Factor vor. Da sich nun ausserdem in dem Umfange von 3000, 
selbst für die Zahlen über 1 Mill. hinaus, noch mehr als 200 Stammzahlen be- 
finden, so bleiben» nachdem bloss erst das p ^=^*J eingetragen worden ist, von den 
800 Feldern einer Factorentafelseite nur noch etwa 500 Felder durch alle übri- 
gen p zu füllen flbrig. 

Je mehr aber p zunimmt, je seltener nicht allein kommt es vor (z. B. y? = 
101 kommt nur noch etwa 8 mal auf einer Seite der Factorentafel vor), sondern 
je weniger ist auch sonst noch zu schreiben nöthig, weil schon vorher viele klei- 
nere p dieselben Stellen der Factorentafel berührt und sie gefüllt habend was eben 
die oben gedachten Proben giebt. Die Mühe des Eintragens der Ergebnisse der 
Productentafeln in die Factorentafel ist also nicht übermässig gross« 

Die Productentafeln bleiben für jede noch so hohe Ausdehnung der Fac- 
torentafel unverändert dieselben, Sie sind immer nur bis p = yj4 fortzusetzen 
nöthig, und auch jedes höhere p erfordert, wie man oben sähe, immer nur eine 
einzige Seite. Für ^ = 7 Mill. muss man nach (§.4) mit^ bis zu 1/7 MilL 
= 2633 gehen, und es sind also dazu, wie in (^. 6) bemerkt, 379 Productentafeln 
nothig. Für ^ = 49 Mill. muss man bis zu p ^ ^49 Mill. » 7000 gehen ; und in 
diesem Umfange befinden sich 897 Stammzahlen , so dass bis zu ^4 aa 49 MilL 
897 Productentafeln nothig sein würden , mithin nur noch 897 — 379 "" 518 
neue Tafeln ^ zu denen für ^ « 7 Mill. 

Das Eintragen der;? und der Factoren der zugehörigen E in die Factoren- 
tafel wird sehr erleichtert und gesichert werden, wenn sich 20^^/ Personen in die 
Aufgabe theilen , deren eine aus den Productentafeln die E^ die fiu und die C9fi 
angiebt, die andre die Factoren der E aus der C^r/uicscben Tafel nimmt und 
sie, nebst dem p^ in die Fortsetzung der Factorentafel einschreibt. Das Werk 
wird dann um so zuverlässiger werden, und so schnell von Statten gehen, wie sich 
die Zahlen in der Forbetzung der Factorentafel schreiben lassen. 

17. 

Das ganz ausgefüllte Blatt (Taf. I) ist bestimmt, das Beispiel einer der 
fertigen Seiten der Factorentafel zu geben. Hätte man die Productentafeln 
für alle, z.B. bis zu 7 Millionen in Betracht kommenden^ hier aufgestellt vor 
sich, so hätte zu dem Beispiel irgend eine beliebige Seite der Fortsetzimg der 
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Factorentafel genommen werden können ; z. B. grade die erste Seite der Forl- 
setzung, von welcher insbesondere in (§. 15) die Rede war. Da indessen hier 
nur erst die Productentafeln für die drei/) = 7, 83 und 1693 in (Taf. III , IV 
und V) voHiegen , so ging Dies nicht an^ und man konnte das Beispiel nur ganz 
aus der CA^r/iacschen Tafel selbst nehmen. Von dieser stellt (Taf. I) diejenige 
Seite Qu = 339) vor, welche der ersten^ Seite No. 1 (^ = 340) der Fortsetzung 
der Tafel, von 1 020000 an, unmiUelbar vorangeht, also von 1017000 bis zu 
1020000 sich erstreckt» mithin noch ganz im Umfange der CA^macschen Tafel 
liegt. 

Die Productentafel für /? = 7 (Tafel III) zeigt nun hier, dass /) = 7 auf 
dieser Tafel um eine Seite der Factorentafel früher zum erstenmale vorkommen 
muss, als auf der ersten Seite der Fortsetzung der Tafel, also nicht wie auf die- 
ser, für E = 144000 + 1500 + 217 = 145 717 und für Z = 3000.340 + 19 
= 1020019, sondern für E = 144000 + 1200 + 89 = 145289 und für 
Z = 3000.339 + 23 = 1 Ol 7 023- Darauf kommt ;; = 7 der Reihe nach für 
aUe E der Productentafel und fflr alle, dieser gemäss ihnen zugehörigen Z der 
Factorentafel vor, also der Reihe nach für 

/E« 145289 145291 145297 145301 145303 ; and 

VZa 1017023 1017037 1017079 1017107 1017121....; 

(40.) r« 7.145289 7.145291 7.145297 7.145301 7.145303.,.. , und, die 

i die Factoren der E gesetzt, 

( - 7.145289 7.23,6317 7.31.43.109 7.7,13.11177 7.145503 ; 

und so verhält es sich auf dem Blatt (Taf. I) wirklich. 

Die Productentafel für yc? = 83 (Taf. IV) zeigt, dass ;> = 83, nicht wie 
auf der ersten Seite der Fortsetzung der Factorentafel, fflr E = 12000 + 293 
s 12293 und Z = 3000.340 + 319 = 1 020319, sondern um eine Seite früher, 
also für E = 12000 + 257 = 12257 und Z = 3000.339 + 331 = 1 020331 
zum erstenmal vorkommen muss. Darauf kommt jP = 83 fflr aÜe E der Pro- 
ductentafel und für alle zugehörigen Z der Factorentafel vor, also der Reihe 

nach für 

iJE» 12257 12259 12263 12269 12271 und 

\z » 1 017 331 1 017 497 1 017 829 1 018 327 1 018 493 

(41.) r« 83.12257 63.12 259 83.12263 83.12269 83.12271 und die 

] Factoren von E gesetzt, 

f 83.7.17.103 83.13.23.41 83.12 263 83.12269 83.7,1753 

und so verhält es sich auch auf dem Blatt (Taf. I). 

12* 
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Die Productcntafel für p = 1693 (Taf. V) zeigt, dass p = 1693 auf der 
ersten Seite (/u = 340) der Fortsetzung der Factorentafel gar nicht vorkommt, 
sondern erst auf der folgenden Seite (/i=341=:338+3), für Z=:/7.£=1693.607, 
also für ^£=607. Das zunächst 607 vorhergehende £ ist = 601 und 601 J693 
ist der Productentafel zufolge = 339.3000 + 493 = 1 017 493. Also kommt 
p - 1693 in (Taf. I) (^ = 339) für Z- 1017 493 vor; wie es auch der Cher- 
nacschen Tafel gemäss ist; darauf zunächst erst auf der dritten, folgenden Seite 
ifi - 342) für Z - fi07.1693 « 1 027 651. Und so weiter. 

Die Stammzahlen bezeichnet Chernac durch einen starken Strich 
Es lässt sich aber der für die Stammzahlen leer bleibende Raum recht gut benut- 
zen^ um anzuzeigen, welche der vier Formen 8/» + 1, 3, 6t 7 die Stammzahl habe. 
Deshalb ist in (Taf. I) bei den Stammzahlen, statt eines Strichs, pi^ p^, p^ oder p^ 
gesetzt worden; je nachdem die Stammzahl diese oder jene ihrer vier Formen hat. 

18. 

Vielen Lesern dieses Journals wird es vielleicht scheinen, die vorstehende 
Erörterung des an sich so sehr einfachen Gegenstandes sei zu ausführlich, und 
strebe allzusehr nach Deutlichkeit. Aber einestheils hat der Herausgeber die- 
ses Journals die Ueberzeugung, dass es Pflicht jedes mathematischen Schriftstel- 
lers sei, Das was seinen Lesern nutzen kann, ihnen so deutlich zu machen, dass 
sie es mit der möglich-geringsten Mühe und Anstrengung zu verstehen vermögen, 
und er ist seinerseits, bei Allem was er veröffentlichte, nach dieser seiner Ueber- 
zeugung zu verfahren bestrebt gewesen ; anderntheils ist der obige Vortrag nicht 
bloss für wirkliche Mathematiker bestimmt, die sich schwerlich mit der Aufstellung 
einer Factorentafel beschäftigen werden , weil sie ihre Zeit wirksamer anwenden 
können, sondern auch für Personen, die nur insbesondere geübte und zuverläs« 
sige Zahlenrechner sind, und von welchen zu erwarten ist, dass sie sich mit einer 
Factorentafel beschäftigen dürften. Für diesen Zweck aber musste der Vortrag 
noch um so nothwendiger deutlich sein. 

Niemand dürfte wohl geeigneter sein, eine Fortsetzung der Factorentafel 
zu unternehmen, als der allbekannte und berühmte Rechenkünstler Herr Dase^ 
welcher Zahlenrechnungen zu seinem Lebensberuf gemacht hat. Und der Her» 
ausgeber hat wirklich hier, für die Factorentafel, an ihn vorzugsweise gedacht; 
um so mehr, da Herr Dose, wie er erklärt hat, beabsichtigt, eine Factorentafel 
der Zahlen bis zu 30 Millionen zu berechnen. Mochte er diesen Vorsatz ausfuhr 
ren; mochte aber auch zuvor, damit es ihm möglich sei» seine Zukunft durch ein 
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festes Einkommen ihm gesichert werden. Herr Dase verdient die Erfüllung 
dieses Wunsches ohne allen Zweifel; denn sein Talent filr das Rechnen mit Zah- 
len ist, wie allbekannt, so überaus, ja selbst so unbegreiflich gross^ dass sich dreist 
behaupten lässt, es sei in diesem Maasse vielleicht noch nie da gewesen, und werde 
vielleicht in Jahrhunderten nicht wiederkehren. Ein solches Talent aber kann 
nicht bloss für den obigen Gegenstand, sondern für gar mancherlei mathematische 
Dinge ungemein nutzbar werden. Schon aus dem Gesichtspuncte der NützUchr 
keit wäre es daher wahrhaft schmerzlich^ wenn ein solches Talent unbenutzt zu 
Grunde gehen sollte. 

Uebrigens sieht man aus der obigen Auseinandersetzung, dass sie, obgleich 
der Gegenstand derselben an sich so sehr einfach ist, doch allerdings auch einige 
mathematische Ueberlegung erfordert, um nicht bloss die möglichste Erleichie^ 
rung^ sondern auch, und vorzuglich 9 die möglichste Sicherheit der Rechnungen 
zu erlangen. Es ist hier ein Fall, wo die Mathematik ihrer eigenen Sache dient; 
gleichsam die Theorie der Ausübung. Solche Anwendungen der Mathematik 
sind sicherer als die auf Gegenstände im Leben ausser ihr, wo sie meistens nur 
auf mehr oder weniger ungewisse Voraussetzungen (Hypothesen) sich beziehen 
kann. 

19. 

Et dürfte Ifir den Fall , dass Aussicht zum Zustandekommen der Fort- 
setzung der Factorentaf el bis zu 7- und bis zu 49 Millionen vorhanden sein sollte, 
nothig seiu) so gut es angeht, zu überschlagen, wieviel Geld und Zeit dazu erfor- 
derlich sein dürfte. Es soll Dies hier geschehen j und zwar zunächst in der Voraus- 
setzung, dass die Aufstellung des ilfaiiix^cr//?/^ der Tafel von Jemand unternommen 
werde, dessen Bestehen schon gesichert ist, so dass die Kosten der Berechnung 
nicht in Anschlag kommen, sondern nur die baaren Auslagen. Danff soll auch ein 
Ueberschlag der Kosten der Veröffentlichung der Tafel beigefügt werden, um 
zu sehen , ob dieselbe im Wege des Buchhandels möglich sei. 

I« AnfmtmWun^ der Handaclirlft der Fact«r«Btofel» 

Erstlich^ von einer Fortsetzung der FactorerUafel bis zu 7 Millionen. 
A\ Die Tafel (IL) der beiden letzten Ziffern der Producte der 40 un- 
geraden Zahlen /r (5 §. 7) < 100 in die 80, nicht mit 2, 3 und 5 aufgehenden 
Zahlen E (1 §. 6) < 300 ist hier schon aufgestellt; und wäre das nicht, so wurde 
es in einem Tage geschehen können. Von dieser Tafel sind nach (§. 7) so viele 
Exemplare zu drucken, dass daraus für jede der nach (§.6) in Betracht kommenden 
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379 Stammzahlen 10 gleiche Streifen abgeschnitten werden können, um sie 
auf die 379 Productentafeln aufzuheften. Die meisten p<\ 7MilI. haben, wie 
aus (6 §• 7) zu sehen, die Zahl 83 zu ihren beiden letzten Ziffern, nemlich ihrer 
14 zu jeder Producieniajeh also auch für jede mit 83 endigende Stammzahl 
sind 10 gleiche Streifen aus (Taf. II.) nothig, also müssen zu den 14 verschiede- 
nen auf 83 endigenden /)<V7 Mill. 140 Exemplare von (Taf. II.) vorhanden 
sein. Diese liefern dann auch, mehr als hinreichend, die Streifen für alle übrigen 
j) mit andern letzten Ziflfern als 83, denn alle diese kommen weniger oft von Die 
140 Exemplare von (TaC IL)würden kosten: 

Das Zeichnen der Tafel auf Stein 4 Tbl. — Sgr. 

140 Abdrücke davon, zu 20 Sgr. das Hundert 1 „ 10 „ 

3 Buch Papier dazu (^mi einer Seite zu bedrucken) zu 1\ Sgr. - „ 22| „ 

Thut 6 Tbl. 2| Sgr. 

B. Zu den 379 Productentafeln, die der Rechner auszaßdlen hat, und 
auf welche vorher die Streifen aus (Taf, II.) von einem Buchbinder aufgeheftet 
werden, sind die Zahlen £, nebst den Linien, die für alle dieselben bleiben, nur 
einmal auf Stein zu zeichnen nöthig, und dann sind 379, in runder Zahl 400 Ab- 
drücke davon zu machen. Dies würde kosten : 

Für das Zeichnen der Tafel auf Stein 3 Tbl. — Sgr. 

400 Abdrücke davon, zu 20 Sgr. das Hundert 2 „ 20 „ 

9 Buch auf einer Seite zu bedruckendes Papier zu 7i Sgr »2 „ 7i „ 

Für d. Aufheften d. Streifen aus (Taf. II.) auf 379 Tafeln z. 2J Sgr. 31 „ 17S „ 

Thut 39 Tbl. 16 Sgr. 

An Zeit wird der Rechner, nach dem Versuch welchen der Herausgeber an 

den Tafeln (III. IV. V.) gemacht hat, im Durchschnitt 2 Stunden zu jeder Tafel 

brauchen, also zu 379 Tafeln (10 Arbeitsstunden auf den Tag gerechnet) 76 Tage. 

C. Zu der Fortsetzung der Factorentafel selbst, um 6 Mill., sind, da jede 
Tafelseite um 3000 fortschreitet, 2000 Seiten, also, da hier das Papier recht gut 
auf beiden Seiten bedruckt werden kann, 500 Bogen oder 22 Buch Papier nothig. 
Auf Stein ist die Tafel mit den Zahlen E und den Linien nur einmal zu zeichnen 
nothig. Indessen wird es bier besser sein, auf einen und denselben Stein die 
Tafel za^eimal, neben einander gestellt, zu zeichnen, damit zwei Tafeln zugleich 
abgedruckt werden können. Die Kosten würden folgende sein : 

Für das zweimalige Zeichnen der Tafel auf Stein 6 ThI. — Sgr. 

Für 22 Buch Papier, zu 7i Sgr 6 „ 16 „ 

1000 Abdrücke d. Steinzeichnung zu machen, z, 1 Tbl. d. Hundert 10 „ — ,^ 

Thut 21 Thl. 16 Sgr. 
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An Zeit hat der Herausgeber zum Ausschreiben von (Taf.V.) aus der 
CA^rnacschen Tafel und zum Hinzufllgen der/?, 2} Stunden nölhig gehabt. Das 
Aussehreiben aus zwei verscMedenen Tafeln» der CA^r/iflcschcn und der Produc- 
tentafel, wird zwar etwas mehr Zeit erfordern, aber wegen der Uebung, und in 
Erwägung, dass der Herausgeber, wegen seiner gelähmten Hand, nur langsam 
schreiben konnte, werden auch dazu 2f Stunden für eine Tafelseite hinreichen; 
und mit einem Vorleser noch weniger. Also werden wenigstens 4 Tafelseiten 
in einem Tage ausgefüllt werden können; mithin würden zu dem Schreiben der 
2000 Tafelseiten 500 Tage nolhig sein. 

Zusammen also würden dje zur Fortsetzung der CA^r/iacschen Tafel um 
6 Mill nöthigen Kosten und Zeit folgende sein : 

Zu {A) 6 ThI. 21 Sgr. und 1 Tag Zeit; 

Zu(Ä) 39 „ 15 „ „ 76 „ ,, 

Zu (C.)... -21 „ 15 ,, „ 500 ,, ,, 

Thut zusammen 67 Thl. 21 Sgr. und 577 Tage oder höchstens 2 Jahre Zeit. 
Beides, Kosten und Zeit sind, wie man sieht, nicht bedeutend. 

Ziveitens. Eine Fortsetzung der Factorentafel bis zu 49 Millionen. 

D. Für {A) kommt von (Taf. II.) bloss Das in Anschlag, was zu den nach 
(§. 16) hier in Betracht kommenden 518 mehreren /9<J/49 Mill. nothig ist. 
Dieses dürften 10.25 = 250 Exemplare von (Taf. II.) sein, und diese würden kosten : 

Für 6 Buch Papier zu 7» Sgr. 1 Thl. 15 Sgr. 

250 Abdrücke, zu 20 Sgr. das Hunder 2 ^^ — ,, 

Thut 3 Thl. 15 Sgr. 

E. Für {ß) sind nöthig zu den 518 mehreren p: 

12 Buch Papier, zu 7J Sgr. 3 Thlr. - Sgr. 

518 Abdrücke 9 zu 20 Sgr. das Hundert 4 ,, -» ^^ 

Für das Aufheften d. Streifen auf518 Tafeln, zu 2iSgr. 43 ^ 5 ^ 

Thut 50ThIn5Sgr. 
An Zeit zur Ausßillung der 518 mehreren Productentafeln , zu 5 Seiten 
tSglich) wurden nothig sein 104 Tage 

F. Zur Fortsetzung der Factorentafel von 7 bis 49MilL, also um 42 Mill.» 
sind nothig 14000 Seiten, also 3500 Bogen oder 

150 Buch Papier zu 7i Sgr 37Thlr. ISSgr. 

7000 Abdrücke d. doppelt gezeichneten Tafel, zu 1 Thlr. d Hund. 70 ,, ~ „ 

Thut 107Th!r.l5Sgr. 
AnZeit zur Ausfllllung von 14000 Seiten Tafeln, zu 4 Seiten täglich, 3500 Tage. 
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Zusammen also würde die weitere Fortsetzung der Factorentafel von 7 bis 
zu 49 Mill. erfordern : 

Zu (D) 3 Thlr. 15 Sgr. 

Zu (F) 50 „ 5 „ und 104 Tage Zeit; 

Zu (/)) 107 ,. 15 ,> und 3500 Tage Zeit; 

Thut 161 Thlr. 5 Sgr. und 3604 Tage Zeit. 
Hierzukommen für die erste Fort- 
setzung der Tafel bis zu 7 MilL, die erst 
fertig sein muss, ehe die fernere Fortset- 
zung angefangen werden kann , die obig. 67 ,, 2i „ und 577 Tage Zeit, 

Thut 228 Thlr. 7iSgr. und 4181 Tage Zeit 
Also wflrden zur Fortsetzung der Chernacschen Tafel bis zu 49 Milh^ zu- 
sammen 228 Thlr« 71 Sgr. baare Auslagen und 14 ^ höchstens 16 Jahre Zeit (zu 
300 Arbeitstagen gerechnet) nothig sein. 

Herr Dose meint, zur Aufstellung einer Factorentafel bis zu 30 Mäi.j 
30 Jahre Zeit nothig zu haben, welche auch wohl gewiss, ohne die oben beschrie* 
benen Mittel zu Hülfe zu nehmen, dazu nothwendig sein würden. Wie man sieht, 
kann aber die Factorentafel mit den obigen Hülfsmitteln bis zu 49 MiIL, in 14^ 
höchstens 16 Jahren , also bis zu 30 Mal. in noch nicht 10 Jahren yollendet 
werden. £s würde also Herr Dase^ schon bei den 30 Mäly über 20 Jahre Zeil 
ersparen und) was die Hauptsache ist, etwas Pii?/ Sichereres zu Stande bringen, als 
ohne die beschriebenen HUlfsmittel. 

II« TeHUrentllcliuiiip der Fact^rentofel« 

Erstlich bis zu 7 Millionen. 

G. Erst durch die Veröffentlichung und Ausstellung zum Kauf würde 
natürlich das Werk seinen vollen Nutzen haben. 

Zu wünschen wäre für die Sicherheit der Angaben der Tafel, aus den in 
($. 5) bezeichneten Gründen, dass die ganze Factorentafel, statt sie mit beweg- 
licher Schrift %u drucken^ vom Stein gedruckt werden konnte. Aber Dies würde 
bei cpeitem mehr kosten, als das Drucken nnt bcwegh'cher Schrift. 

Da die Seiten der Factorentafel, wie (Taf. I)» so ziemlich immer gleich ciele 
Zahlen enthalten , indem erst über 49 Mill. hinaus häufig eine Ziffer mi^hr vor- 
kommt, so sind nur für Eine Million d^r Fortsetzung die Kosten zu berechnen 
nothig; denn auch jedesmal nur Eine Million würde zu berechnen, zu drucket) 
und zum Verkauf auszustellen sein. 
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Je zwei Seiten wie (Taf. I.) können, wie in (C) bemerkt^ auf einem und 
demselben Stein neben einander gezeichnet und zugleich abgedruckt werden* Zu 
der Fortsetzung um 1 Mill. geboren 334 Seiten. Dieselben^ mit den Linien und 
den bleibenden Zahlen auf Stein zu zeichnen^ würde kosten, zu 4 ThL die Seite« 

1336 Tbl — Sgr. 

Den Stein wieder abzuschleifen, 167 Steine, zu 20 Sgr 111 ,, 10 ^ 

Zu 4 Seiten ist ein Bogen Papier nolhig (auf beiden Seiten be- 

druckt)^ also sind z B, zu 500 Exemplaren ^ =348, an^ 

genommen 350 Ries Papier nothig, zu 3| ThL thut 1225 ^n — yy 

500 Abzöge von 167 Steinen, thut 835 Hundert Abzöge z. 1 Tb l, 835 n — ^ 

Thut 3507 ThL 10 Sgn 
Also würde die Herstellung des Steindrucks von 500 Exemplaren der Fort- 
setzung der Factorentafel um 1 Miü» 35071 ThL mithin Eirus Exemplais etwa 
Sieben Thaler kosten. 

Die 1336 ThL Kosten des Zeichnens der Tafeln auf Stein wurden zwar 
fast ganz erspart werden, wenn der Rechner die Tafeln, statt mit gewöhnlicher^ 
mitSteindruck-Diute schreiben konnte, um sie dann durch Umdruck auf den Stein 
zu bringen. Aber Dies geht nicht an, weil nur Schrift die nicht zu trocken ge* 
worden ist, auf den Stein sich Umdrucken lässt^ der Rechner aber nicht Tafel um 
Tafel ganz vollendet, sondern dieFactoren p einzeln durch die ganze Million ein- 
trägt; und dann auch, weil nicht zu vermeiden sein wurde^ dass Zahlen hie und 
da vermischt werden ; was in Umzudruckendeni nicht geschehen darf. 

H. Der Druck mit beweglicher Schrift wurde nach der Angabe «^ines 
erfahrenen Sachkenners nur kosten : 

Der Satz eines Rogens von 4 Seiten wie (Taf. I.) 10 ThL — Sgr. 

Der Abdruck von 500 Exemplaren 1 ^^ 10 ,, 

500 Rogen Papier zu 500 Exemplaren eines Rogens 2 ^ 20 ,, 

Die Correcturen macht der R echner. 

Thut 14 ThL — Sgr., 

höchstens 15 ThL; also für 84 Rogen zu 1 Mill. Zahlen • 1260 ThL 

Mithin würde sich durch den Druck mit beweglicher Schrift ein Exemplar der 
Fortsetzung der Factorentafel um 1 Mill. schon för etwa 2} Tbl. herstellen lassen. 
/• Auch vrenn man noch die obigen Kosten der haaren Auslagen bei der 
Aufstellung der Handschrift^ und selbst die der Berechnung derselben hinzutfaut) 
sind die Kosten nicht bedeutend hoher. 
CffcDe>f Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. ]3 
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Von den 228 Tbl. ?§ Sgr« Kosten der Auslagen für 48 Mill. kommen nem- 

Hch auf 1 Mill. hinzu 4 Thl. 23 Sgr. 

Von den 16 Jahren Zeit zu 48 Mill. kommen auf 1 MilL i Jahr, 

zuGOOThl. 200 „ — „ 

Also erhöhen sich die obigen Kosten von .*1260 ^, — ,^ 

bis auf 1464 Tbl. 23 Sgr. 
und das Exemplar lässt sich dann immernoch für weniger als drei ThalerhtrsieWen. 

Im Buchhandel kostet das Exemplar freilich alsdann wenigstens Pier Thor 
kr. Aber auch dieaer Preis ist verbältnissmässig, nemlich für einen Band von 84 
Bogen in Folio, iehr gering. Denn die Tafel von Chernac für die erste Mälion 
kostet in Paris bei Bachelier 48 Fr , also beinahe 13 Tbl. ; von der Burckhardl" 
sehen Tafel, bis zu 3 Müh, kostet zwar jede Million nur 12 Fr. oder 3 Tbl. 6 Sgr., 
aber diese Tafel giebt auch nur die kleinsten ^ nicht alle Factoren ihrer Zahlen 
an^ und erfüllt , wie in (§. 1) bemerkt, nicht gut ihren Zweck. 

JT. Es käme also nur darauf an, dass man des Absatzes von 500 Exem- 
plaren, oder doch des grössten Theils derselben im Voraus durch Unterzeichnung 
der Käufer versichert sei. Dann wäre die Veröffentlichung der Fortsetzung der 
Factorentafel im gewöhnlichen TVege des Buchhandels ganz gut möglich. Auf 
den Absatz von 500 Exemplaren zu rechnen, dürfte aber auch nicht allzu kühn 
seinj aus den beiden Gründen, dass, erstlich, das Werk in allen gcsittigten Län- 
dern der Erde völlig ganz gleich benutzbar ist, sobald ihm die nöthige Erläuterung 
in lateinischer Sprache beigefügt wird; und dann, dass, zweitens, die Erscheinung 
des Werks 16 Jahre Zeit erfordert , also jährlich nur 3 Bände zu 4 Thl. verkauft 
werden dürfen. Wenn die Regierungen der verschiedenen Länder, für jede 
öffentliche Bibliothek und für jede, wenigstens der vorzüglichsten Lehr-Anstalten, 
Ein Exemplar ankaufen lassen, dürfte schon eine sehr bedeutende Zahl von 
Exemplaren abgesetzt werden. 

An Zeit sind nichtetwa mehr als die obigen 16 Jahre zur P^eröffentlichung 
nöthig ; sie ]LÖnniefgleichzeitig mit der Berechnung von Million zu Million geschehen. 

C. Wäre die Veröffentlichung durchaus nicht möglich, so würde immer 
auch schon die Aufstellung der Handschrift der Fortsetzung der Factorentafel 
recht nützlich sein. Dieselbe müsste dann in der vorzüglichsten wissenschaftlichen 
Anstalt desjenigen Staats niedergelegt werden, welcher das Werlr durch die haaren 
Auslagen für die Handschrift und durch die Besoldung des Rechners möglich 
gemacht hat, oder, im Fall Beides durch Unterzeichnung aufgebracht worden ist, 
in demjenigen Staat, welcher die meisten Unterzeichner geliefert hat. 



(42.) 
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20. 

Kommt auch nur die Handschrift der Fortsetzung der Factorentafel su 
Stande ^ so wäre ferner noch sehr zu wünschen 9 dass ein f^erzeichniss aller 
Stammzahlen aus derselben ausgezogen und wo möglich veroffenth'cht werden 
mochte. 

Ein solches Verseichniss dürfte, um möglichst Raum zu sparen, in fol- 
gender Form zu drucken sein. Zum Beispiel die Stammzahlen aus den drei 
Tausenden von 1 017 000 bis 1 020 000 wie folgt: 

1000 000 
17007 11 31 41 3 61 77 97 | 119 31 9 57 73 9 93 9 j 209 27 77 93 9| 
301 7 11 9 23 9 47 &3 61 71 7 83 91 I 437 9 49 73 9 81 | 639 61 3 9 | 
607 13 7 23 47 9 73 83 I 703 13 9 21 49 81 7 99 | 817 27 47 51 7 9 81 9 
923 53 9 97 II 18007 19 21 57 91 7 j 109 13 71 | 201 7 17 23 47 53 71 91 1 
301 9 13 37 67 | 411 21 9 39 47 71 7 89 j 513 43 59 83 | 613 21 43 951 1 
69 73 9 97 1 709 11 29 33 63 9 77 89 j 807 11 3 7 59 73 9 89 j 903 7 31 7 
49 57 67 81 7 93 9 || 190 23 33 59 69 71 7 93 | 119 29 73 7 91 j 209 37 51 
7 61 7 73 81 97 I 329 39 61 3 7 77 99 I 411 3 23 43 9 63 67 71 9 | 
503 9 31 3 7 49 63 I 617 39 47 57 63 87 93 9 | 701 13 7 239 31 41 7 
71 83 I 801 19 27 39 49 57 61 73 99 1 953 27 71 || 

Wie man sieht, können so die Stammzahlen aus Einem Tausend Zahlen, 
und da weiterhin der Stammzahlen immer weniger werden, auch wohl aus noch 
mehr als 1000 Zahlen, recht gut in zwei Zeilen gebracht werden; und da auf 
einer Folioseite 100 Zeilen unter einander Raum finden, so erfordern die Stamm- 
zahlen aus 50 Tausenden höchstens eine Seite, also aus Einer Million 20 Seiten, 
mithin aus 49 Millionen 980 Folioseiten, welches einen einzigen, gewöhnlichen 
Folioband von 245 Bogen giebt. Denselben in 500 Exemplaren zu drucken, 
würde nach (§. 19. H.\ zu 15 Thlr. für den Bogen, 3675 Thlr. kosten, also Ein 
Exemplar etwa 7 Thlr. lOSgr., und im Buchhandel etwa Zehn Thaler \ was 
noch nicht so viel ist, als die Chernacsche Factorentafel für Eine Million Zahlen 
kostet. Wegen des Absatzes wäre wieder eben so zu rechnen, wie in (§. 19. ÜT.) 
fiir die Factorentafel. 

Berlin, im Mai 1853. 
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3. 

Einige Aufgaben. 

(Vom Herauggeber.) 



No. I. 

Jus sei eine krumme Linie C in einer Ebene £ gegeben, und in dieser 
Ebene ein Punct P von bestimmter Lage gegen C. Durch den Punct P gehe 
im Räume eine andere krumme Linie 2>« von einfacher, oder auch doppelter 
Krümmung. In dieser Linie bewege sich der Plinct P mit der Ebene E und der 
Linie C stetig fort^ und zwar so^ dass die Ebene E entweder sieis parallel m\l 
sich selbst bleibt, oder auch so, dass sie mit den Tangenten an D stets denselben 
FFinkel macht. Dann ist die Frage: von welcher Beschaffenheit die Fläche F 
sei« die von C im Räume beschrieben wird: welches ihre Gleichungen sind, wel- 
chen Flächen -Inhalt zwischen bestimmten Grenzen, welchen Raum zwischen 
auf einander senkrechten Ebenen sie einschliesse: von welcher Gestalt die krum- 
men Linien sind, in welchen bestimmte Ebenen sie schneiden u.s,w. 

Desgleichen ist die Frage, wie C beschaffen sein müsse, wenn D und F^ 
und wie D, wenn C und F gegeben sind. 

Wenn z. B. Ceine Kreislinie, P deren Mittelpunct, D der Punci P ist, 
und £ bewegt sich um P in stetig zunehmenden Winkeln gegen eine feste Linie, 
so ist jPeine Kugelfläche. Wenn C eine Kreislinie, P ihr Mittelpunct, oder 
auch ein anderer in ihr gegebener Punct, D eine grade Linie ist, und E bewegt 
sich, stets senkrecht auf D stehend, also parallel mit sich selbst, mit dem Puncte 
P die Linie D entlang, so ist F eine grade Cylinderfläche. Steht E nicht senk- 
recht auf jD, bewegt aber parallel mit sich selbst sich fort, so ist F eine schiefe 
Cylinderfläche^ deren Querschnitte, senkrecht auf D, Ellipsen sind. Ist C eine 
Kreislinie, D ebenfalls, und E bewegt sich, stets senkrecht auf D stehend, mit 
dem Puncte P durch D fort, so ist jPeine Ringfläche. U. s. w. 

Die Lüsungs-Ergebnisse der Frage finden eine nahe liegende nützliche 
Anwendung in der Technik) nemlich auf die Gestaltung von Gewölben über 
gegebenen Räumen. Bekanntlich ist technisch die vortheilhafteste Gestalt eines 
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Gewölbes über einen Raum, der ein Rechteck öder aacfa eine EUipse zur Grund* 
fläche hat, derjenige Theil einer Kugelfläche, welcher Ton den senkrechten 
Wiederlagen aus der Kugeljläche abgeschnitten wird; besonders dann, wenn die 
rechteckige Grundfläche eben so breit als lang, oder die elliptische Grund- 
fläche ein Kreis ist; weniger aber schon, wenn die rechteckige Grundfläche 
länger als breit, oder auch eine wirkliche Eüipse ist. In solchem Fall aber würde 
für das Gewölbe diejenige Fläche J^ recht angemessen sein, welche entsteht, wenn 
C ein Stück einer Kreislinie^ D ebenfalls ein Stück einer Kreislinie^ aber von 
anderem Halbmesser ist, und E, stets parallel mit sich selbst, mit ihrem Puncte 
P durch D sich fortbewegt. Diese Gewolbeform würde fast eben so leicht aus- 
führbar sein, als ein Kngelgewolbe. Und so (indeni sich mehrere Anwendungen 
in der Technik. 

No. 2. 

Eine stetig gleichartige, starre, schwere Masse von rechteckig parallelepi- 
pedischer Gestalt, a lang, b breit, c hoch, ruht mit den Rändern ihrer untern 
ebenen Fläche auf einer festen Unterstützung. Das Gewicht der Korper-Einheit 
der Masse ist m. Der Widerstand ihrer Theile gegen Trennung (die Cohäsion) 
beträgt z auf die Flächen-Einheit, der Widerstand der Massentheile gegen Zu- 
sammenpressiing ist so stark, dass er als unbegrenzt angesehen werden kann. 
Die Frage ist : welches Gewicht P vermag die Masse noch ausser ihrem eigenen 
Gewicht zu tragen; sowohl in dem Fall, wenn P in einem einzelnen bestimmten 
Punct der Oberfläche vereinigt^ als wenn es auf der Oberfläche, entweder gleich- 
f5rmig, oder nach einer andern bestimmten Regel ausgebreitet ist.^ 

Die Frage kommt wieder in der Technik vor; z. B« bei Decken über gros- 
sen rechteckigen Räumen , wenn dieselben, wie es geschehen konnte und sollte, 
aus kreuzcpeis, in angemessenen Entfernungen über einander gelegten und auf 
einander zusammengeschraubten Trägern oder Balken zusammengesetzt sind , so 
dass sie näherungstveise als eine stetig gleichartige, starre, schwere Masse ange- 
sehen werden können. 

Wenn die Masse nur mit za^ei^ einander gegenüberliegenden Rändern 
auf festen Unterstützungen ruht, so fmdet der Fall Anwendung auf Brücken. 

Wenn die mit einander parallelen obern und untern Flächen der Masse 
nicht Ebenen sind, wenigstens die untere Fläche keine Ebene ist, sondern die Ge- 
stalt eines Theils einer Cylinderfläche, oder zweier sich kreuzender Theile solcher 
Flächen, oder eines Theils einer Kugelfläche u. s. w. hat, so findet die Frage An- 
wendung auf diejenige nach der Tragkraft der Gewölbe \ welche Tragkraft in der 
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Ausflbung noch häufiger von Gewölben Aber bestimmten Flächenräumen^ als von 
blossen , durch Wiederlagen unterstützten Bogen , zu schätzen nothig ist 

Nr. 3. 

Man nehme einen tafelförmigen Korper an, der von zwei parallelen, so 
wenig als möglich von einander entfernten Ebenen begrenzt ist Der Korper sei 
schiver^ und alle gleich grossen Theile der Tafel sollen gleich viel wiegen; auch 
sollen die Theile, zwar nicht dehnbar, aber verschiebbar sein, und zwar so, dass 
sich ihre Cohäsion nicht ändert 

Man beschreibe auf dieser Tafel zwei ähnliche und concentrische regel- 
mässige Figuren j4 undB (B kleiner dlsA), nemlich von der Art, dass wenn durch 
den Mittelpunctvon A eine grade Linie /? senkrecht auf ^ errichtet wird, und aus 
irgend einem Puncte von p werden nach allen Puncten des Umfangs von ^gerade 
Linien gezogen, B einen mit A parallelen ebenen Schnitt der entstehenden Pyra- 
mide abgiebt 

Nunmehr werde der Theil A der Tafel mit seinen verschiedenen JBtrAr- 
puncten an die ähnlich liegenden Eckpuncte von B gehängt Es fragt sich: welche 
Fläche jP'wird im Räume der Theil A der Tafel bilden. 

Ist die Figur A, also auch B, ein Kreis^ so ist die Fläche F offenbar nicht 
ohne Folien möglich; denn der Umfang von A ist grosser^ als der von B, in 
welchen er gebracht werden soll. Aber es scheint, dass wenn A nicht ein Kreis, 
sondern irgend ein regelmässiges Vieleck ist, F ohne Falten möglich sei. Die 
einfachsten Fälle wären die, wenn A und B concentrische Quadrate oder concen- 
trische gleichseitige Dreiecke sind. 

Die Untersuchungen, welche die obige Frage anregt, und welche fiir 
Flächen Das ist, was die Kettcnllnie für eine Linie, dürfte interessant sein* Sollte 
sich finden, dass die Fläche F niemals ohne Falten möglich sei, so lange man 
ihre Theile, wie oben, undehnbar annimmt; was allerdings zunächst untersucht 
werden mflsste : so würde die Beantwortung der Frage allerdings sehr schwierig 
werden, weil dann die Elasticiiät der Theile Statt gegeben und in Rechnung ge- 
bracht werden müsste. 

Nr. 4. 

In einer gegebenen, von vier gradlinigen ebenen Dreiecken umschlossenen 
Pyramide denjenigen Punct zu finden, für welchen die Summe der aus ihm nach 
den vier Ecken der Pyramide gezogenen graden Linie so klein ist, als möglich. 
Berlin , im November 1854. 
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Seite 106 Zeile 14 foll stehen: /"(«»«)• 

- - - 18 toll statt (1) stehen: (a). 

- 111 - l soll stehen : J (x — «)» + (y - fl' | y,. 

- 115 - 12 ▼. n., soll das erste Gleichheitszeichen darrh :p ersetst werden. 

- - '. 5 - soll es heissent C sss (& - /9)» ^ r'. 

- 118 - 2 und 3, soll rechterhand der Gleichheitsieichen noch der Factor e, stehaii* 

- - - 7, soll es heissen: der aweite Factor v, ss geseut 

• . . 13 • . - : der erste Factor gleich IfuU geseist 

(2pe \^ 

- 124 - 14 - soll 9 durch V| ersetzt werden. 

- - - 4 - "b ** heissen x' — i (5 -H «X 

- 125 - 2f soll ,y durch x'^y' ersetzt werden. 

- 13 ▼. n, soll stehen: Fusspanctenlioie. 

- 126 • 12 V. 0. ttals** ersetzt werden durch: wie auch* 

- - - 9 V. u., soll IfV durch T, e' erseut werden. 

- 127 - 6 V. 0., soll a durch a ersetzt werden. 

• - - 16 soll es heissen : bestimmt ist, angenommen. 

- - - 4 ▼. u., soll es am Schlüsse heissen: f(**)(l, e) » 

- 12S - 4 soll stehen : f (25 — a , 2e - /3). 

- 129 - 6 V. u., soll es heissen : zu den Curven A, A' • 

- 134 - 1 ▼. o. soll rip-hl +•«») durch r(p-f. 1 -4-9») «rseUt werden. 
. . - 7 - soll es heissen: jTm^^-^e-^dx. 



- - - 8 — soll ,,a oder a" durch a ersetzt werden. 

• 11 — soll das zweite bestimmte Integral im Zähler dnrch /*a;^~''**'"'' e~'db ersetzt werden» 

-> 136 - 1 ▼• 0. soll im bestimmten Integral des Nenners stehen: y«-i-^9i 

• - - 7 — soll es heissen: p um eine endliche Grösse. 

- 292 - 10 statt SOS/ lifs cos/« 

- 293 - 2 - l7 lies \n. 

• 295 • 14 ist fUn — o , & , );r — e) zu lesen. 

- 296 « unten; am Ende der Formel (10) ist die letzte Klammer tu tilgen. 

• - - 13 stau „Form** lies ^ Formel". 

- 297 - 12 lies fÜn , \n , In). 

• 299 nuten ist die etwas entstellte Formel ß so zu lesen: 



„..,.-,. „-r'wSfj^g*. 



- 300 - 3 ist nach /logcos«.d!v das Wort 9, bringt" einzuschalten. 
» • - 10 u. 11 is( statt ,, schliesslich*^ „finit" zu lesen. 

- 377 - 9 V. 0. statt ,,Appolonins*' lies ,,Apollonins'*. 
. . • 17 statt ,,sont" lies „sont". 

- 22 - yySolnsion" lies ,,solntion". 



Seite 378 Formel (8) Glatt -p— lies ^ — p-^. 

- 379 Zeile IS T. u. fiten ,>fotiniit'* lies ^yfonrnis.*' 

- - - 7 fitett taugeate f* lies tangente tn f*. 
.. 380 - 6 - 14 £1^ r lies pj^ , r. 

• 398 - 9 ▼. u. statt y,elo Güed** lies ^eia aDdres Glied.** 

- 499 • 7 V. a - .nUMhr hat" lies „melir oder wenifer liat*'. 



Dmekfeliler im ftO. Bande. 



Seite 1 Zeile 3 ▼. a. statt ,,aoifcliIiesslieh" lies „ausschlieislich.'* 

- 3 - 9 ▼. 0. - /«'(^'?,0 lies /»(:.^.0. 

l i 

- 3 - 10 ▼. 0. - /Jr(«.i?.0 ]At$fifWiA. 

l c 

- 14 - 9 ▼. a. - ^^einsiifen" lies «»einzigea toiu*' 

- 10 - 8f. Q. - f(i»>+V-f'»)Hesf(«»«-f-<y' + e«'). 

. M • 6t.il ./%^ Kes/]Uj^. 

• 

«34 « 8 ▼. 0. - 180 — s lies ISO—s^. 

Die Fif . 1. (Taf- I.) besieht sich auf eine, im Text nieht mitgetheilte allgemeinere Formel 



CreOc, Jeumal d'.Jfa^.M.S/Fe^^. 






(/^ff^ t^ u-Hje^-^^TZ», 




/^^(tn/^'^t^iJkp-k^ ifi 






ic/'^*i>* y*"^ ^ «:^*t^i.2tX^ tfy^,^^»^,^ 






4» IViribrj Iniegreium von D^ercnüalgUkhmgmu IQ^ 



4. 

'Integration der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit zwei, drei, vier und mehr 

Veränderlichen. 

Bt neuen Hfllfinnitteln bearbeitet 

(Von Herrn Dr. Jlugurt Weiler^ Lehrer der Math, an der höheren Bürgerschule zu 

Mannheim.) 



T o r w o r t« 

Juis ist bekannt, dass man unter den Differentialgleichungen den linearen 
am häufigsten begegnet, wenn man die Grundsätze der Physik, in Rücksidbt auf 
ihre Folgerungen, einer analytischen Untersuchung unterwirft. Solche Folgerun* 
gen werden jedesmal durch die Integration der betreffenden Differentialgleichiio-' 
gen vermittelt. Die Integration der linearen Differentialgleichungen wurde dess- 
halb auch von jeher mit besonderer VorUebe bearbeitet. 

Doch findet das Unternehmen, wenn die Differentialgleichung die erste 
Ordnung übersteigt, nicht unbedeutende Schwierigkeiten, und ungeachtet sorg- 
fältiger Pflege war man bis dahin gerade in den wichtigsten Theilen zu verhält- 
nissmässig nur dürftigen Resultaten gelangt; so dass selbst ausgezeichnete Analy^» 
sten dies reiche Feld der Untersuchung als undankbar verkannt haben. Man hat 
aber guten Grund, die Un Vollkommenheit dieser Resultate allein dem Umstände 
zuzuschreiben, dass man zu sehr versäumte, die bereits vorJiegenden Lehren in 
ihrem inneren Zusammenhange zu erfassen. Denn wenn auch die Analysis ihren 
Ursprung und ihre erste Entwicklung immer nur der Losung einzelner Aufgaben 
▼erdankt, wie sie gerade aus dem jedesmaligen Bedurfnisse entspringen, so ist es 
doch Thatsache, dass dieselbe, nachdem einmal ein gewisses Maass von einzelnen 
Erfahrungen zusammengetragen ist, eben wie jede andere Wissenschaft, nur 
durch eine von ihren Anwendungen unabhängige Behandlungsweise auf denjeni-^ 
gen Standpunct erhoben werden kann, welcher gestattet, den möglich -grössten 
Yortheil aus ihr zu ziehen. Durch eine solche Behandlungsweise ist es mr ger* 
Crelle*t Joarnal f. d. H. Bd. LI. Heft 2. X4 
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langen, die Zahl der zur Integration der linearen Differentialgleichungen erfor- 
derh'chen Hülfsmittel zu vervollständigen ^ oder auch aus den schon benutzten 
einen grosseren Gewinn zu ziehen, und deshalb die Lösung der Aufgabe, sowohl 
in Rücksicht auf Inhalt, als auf innere Gestaltung, ihrer Vollendung näher zu 
bringen, ich glaube aber mit dereti Darstellung zugleich die Verbindlichkeit 2111. 
übernehmen, vor Allem das Verhältniss meiner Leistung zu den früheren, Bern 
Ltertr tnögKfcbsl zö beleuchten. De^taHb werde -rch jetrer DarsWIIung in diesem 
Vorwort einen Versuch vorarusschicken», den allmähKgen Fortgang der Gedanken 
zu verfolgen. Doch weit entfernt, hiermit eine vollständige Geschichte dieses 
Theils der Analysis geben zu wollen, darf ich mich wohl darauf beschränken, 
nur diejenigen Leistungen hervorzuheben, welche mit meinen Ergebnissen In 
unmittelbarem Zusammenhange stehen. 

Durch die Integration einer linearen Differentialgleichung wird bekannt- 
lich die eine Veränderliche z als Function der andern Veränderlichen j, o:, cp 
bestimmt. Diese Function kann zwar jedesmal ohtie besondere Schwierigkeit in 
Meihen entwickelt werden; aber damit ist im Allgemeinen nur wenig gewonnen. 
Die i^ossen Vortheile« welche man aus der Integration einer Differentialgleichung 
zieht, sind unzertrennlich an die geschlossene Form des allgemeinen Integrals 
geknüpft. 

Die Gleichungen mit zci>ei Veränderlichen hatten bis dahin verhältniss- 
massig die befriedigendsten Resultate geliefert. Zuerst war es gelungen, die 
Oleicbufig 

d^z dz , 

^■*-^5? + *^ = « 

Yfnttels Eocponeniial/unctionen^ und die Gleichung 

^z a dz bz ^ 
d9^ y dy y^ 

mittels Poientialfunctionen zu integriren, indem man die beiden hierzu jedos- 
mal erforderlichen besondern Integrale durch die genannten Functionen aus^ 
drückte. Für die Integration anderer linearer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit zwei Veränderlichen, verdankt man JEuler einen mächtigen Fort* 
schritt; welcher jetzt auch die Grundlage zur Integration aller linearen Differen- 
tialgleichungen mit drei und mehr Veränderlichen ausmacht. Euler hat nämlich 
zuerst gezeigt (Z^6To/x, Tom. UI, pag. 529), dass die beiden besondern luie» 
grale der Gleichung 
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durch bestimmte Integrale von der Form z T=Jfiy^ 9)diP sich darstellen lassen, 

wo /eine bestimmte Function ist, und die Integrationsgrenzen v, und v^ von y 
unabhängig angenommen sind. Um zu diesen bestimmten Integralen zu gelan- 
gen j giebt es im Allgemeinen zwei verschiedene Wege. Man bildet entweder 
erst eine nach Potenzen von y geordnete Reihe, welche der Differentialgleichung 
an der Stelle von z Geniige thut, und. drückt alsdann die Summe dieser Reihe 
durch ein bestimmtes Integral von der angegebenen Form aus: oder man leitet 
das bestimmte Integral unmittelbar aus der Differentialgleichung selbst ab. Wenn 
auch £{//^r schon den letzteren Weg eingeschlaigen hat, so sliitzt sich seine Rech- 
nung doch auf allzuviele Willkiihrliche Voraussetzungen^ und Euler selbst trägt 
deshalb kein Bedenken, jener ersteren Ableitung aus der Reihen-Entwicklung den 
Vorzug zu geben. 

Der Gedanke Euters^ lineare Differentialgleichungen durch bestimmit 
Integrale zu integriren, wurde vielfach aufgefasst. Für die Differentialgleichungen 
mit zwei Veränderlichen verfolgte man die beiden so eben bezeichneten Wege, 
mit mancherlei Abänderungen der dazu nöthigen Rechnungen, und diese gemeint 
samen BemOhungen hatten zur Folge, dass man sich immer mehr damit befreun- 
dete, die Entwickelung der bestimmten Integrale aus der Differentialgleichung 
selber zu unternehmen. Da schon an und fnr sich deren Ableitung aus der zu- 
erst gebildeten Reihen -Entwicklung als Umweg angesehen werden muss, so I^ 
am Ende kein Grund mehr vor^ diesen Weg einzuschlagen, nachdem man dahin 
gelangt war, neben einem viel geringeren Aufwände von Rechnung, zugleich mit 
einfacheren Voraussetzungen auf dem andern Wege auszureichen. 

Um die beiden besondern Integrale der Gleichung 

zufmden, bedient man sich allgemein eines Verfahrens, welches zuerst iiir 

die darauf zurückführbare, aber weniger allgemeine Riccatische Gleichung 

y^ — 5-f-ay"".z = gegeben wurde. Man setzt nämlich z=yiy^^". ydi^^ und be- 

stimmt alsdann den Exponenten n als Beständige, und F als Function von p der- 
gestalt, dass dies bestimmte Integral der Differentialgleichung Genüge lei^tefc 

14* 
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Ich meinestheils werde in dieser Schrift von einer andern Voraussetzung aus- 
gehen, welche aber ausreicht 9 um die besondern Integrale der allgemeinem^ 
schon von Euler behandelten Differentialgleichung 

ZU entwickeln. Ich setze nämlich z = y*. fy^f — yYdi^, wo n unip beständige 

Grossen sind, und ^, wie vorhin, eine Function von p ist, zu deren Bestimmang 

man auf eine Differentialgleichung von der ersten Ordnung geführt wird. 

**• 
Ein bestimmtes Integral //(/, <>) rf<^, dessen Grenzwerthe p, und P2 von y 

abhängig sind, kann bekanntlich durch Einftihrung einer neuen Veränderlichen u, 
an die Stelle von c, jedesmal so umgewandelt werden, dass die neuen Grenzwer- 
the u, und 1/3 von y unabhängig sind. Hierin liegt der Grund, weshalb man unter 
der Voraussetzung von nur beständigen oder von y unabhängigen Grenzwerthen 
1^9 allerdings dasNemliche erreichen kann, was die Annahme (veränderlicher Gren- 
zen giebt. Indem ich aber dennoch solche (Veränderliche Grenzwerthe aufnehme, 
erlange ich einen andern Vortheil. Ich reiche dann nämlich mit der Entwick- 

lung eines einzigen bestimmten Integrals fJiy, (v)div aus,>imd erhalte, indem ich 

diesem nach einander verschiedene Grenzwerthe gebe, jedesmal die beiden be- 
sondern Integrale, welche unter der bisherigen Annahme von nur beständigen 
Grenzwerthen einzeln entwickelt werden mussten. 

Bis dahin schien übrigens das bestimmte Integral ffi^y^ (v)d(v nicht für 

alle Fälle zur Darstellung (des allgemeinen Integrals der vorher angeführten, zu- 
erst von Euler behandelten Differentialgleichung geeignet zu sein. Euler be- 
schränkt sich in der That darauf, mit dessen Hülfe zwei besondere Integrale der 
Differentialgleichung, und deshalb auch deren allgemeines Integral , nur unter 
gewissen Beschränkungen derjenigen Zahlenwerthe darzustellen, welche den in 

der Differentialgleichung vorkommenden Bestfindigen or, Ä, c zukommen; und 

an derselben Unvollkommenheit leiden auch alle späteren Resultate. Ueber die 
Art dieser Beschränkungen ^ und wie sich dennoch in allen Fällen mit Hülfe des 

bestimmten Integrals /7 (/• p)d(^ zu deim allgemeinen Integral jener Differential- 
gleichung gelangen lasse, werde ich weiter unten im Vorworte noch Aufschluss 
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igebeoy nachdem ich auch den bisherigen Stand der Integration linearer Differen- 
tialgleichungen mit drei und mehr Veränderiichen in den wesentlichen Puncten 
useinandergesetzt haben werde. 

Man benutzte bald die bestimmten Integrale auch bei der Integration der 
linearen Differentialgleichungen mit drei und mehr Veränderlichen. Laplace^ 
welcher zuerst den Gedanken Eulers auf diesem neuen Felde verfolgte, gab ein 
Verfahren an, (Lacroix^ Tome III. p. 550)^ die beiden Reihen, welche man för 
die Gleichung mit drei Veränderlichen, 

d^% ^ d% ^, dz „ ^ 



dxdy dx dy 

entwickelt , wenn X^ Y und Z irgend Functionen von x und y sind , durch he- 
stimmte Integrale darzustellen. Die eine Reihen -Entwicklung z = A.^iac) 

-^ B ./if{x)dx + C .jytp{x)dx^ + j wo 9 eine willkOrliche Function ist und 

die Cocfficienten A, B, C bestimmte Functionen von x und y sind, giebt 

hiernach jedesmal ein bestimmtes Integral von der Form z ^=^Jf(^^x^v)Kf{v)dv. 



Darin ist 9, wie vorher, eine willkührliche Function, die Grösse /(jr, x, v) aber 
stellt ein besonderes Integral jener Diffiirentialgleichung vor, welches zugleich 
eine willkürliche Beständige c? einschliesst. Auf gleiche Weise giebt die andre 
Reihen -Entwicklung z = A.'^iy) + B,.J''^(y)dy + CJlf'^{y)dy'^ + ein 

bestimmtes Integral z =zjf,{y^ x^ i^).'^(y)dv. Das allgemeine Integral der obi- 



gen Differentialgleichung zeigt sich demnach als die Summe zweier bestimmten 
Integrale mit veränderlichen Grenzwerthen. Laplace verfolgt die hierzu füh- 
renden Rechnungen für die beiden einfacheren Differentialgleichungen 

d^% d% . d% 
db^ + ''di + ^T9 + '''^ = ^ 
A <^*g g dz b dz cz 

1^0 /i, b und c beständige Grössen sind. Es gelingt ihm, aus den entsprechen- 
den Reihen -Entwicklungen die beiden besondern Integrale / und X jedesmal 
herzuleiten, und damit das allgemeine Integral der beiden angeführten Differen- 
tialgleichungen aufzustellen. Aber, abgesehen von derWeitläufitigkeit der Rech- 
nungen, ergiebt sich dies allgemeine Integral in einer sehr verwickelten Form. 
Denn die beiden besondern Integrale / und /, ergaben sich aus den Reihen nicht 
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als einfache Functionen 9 sondern nahmen selbst wieder die Gestalt bestimmter 
Integrale an« 

Anstatt diese Entwicklungen von Laplace nach und nach ko vervollkon»» 
nen, wurden überhaupt nur wenige weitere Versuche dieser Art gemacht; und zwar 
nicht mit glücklicherem Erfolge. Es lassen sich flbrigens fiir die linearen Difieren« 
)ialgleichungen mit drei Veränderlichen gar manche besondere Integrale y(jr^ x, p) 
angeben; und jedes dieser besondern Integrale hat die Eigenschaft, auch das be- 

V2 
stimmte Integral /"/(y, o;, r).9(p)J(' der Differentialgleichung genügen zulassen, 

so lange man sich auf beständige, oder von y und x unabhfingige Grenzwerthe q 
beschränkt. Man erlangt also auf diese Weise aus irgend besondern Integralen 
/0% ^» ^)^ wegen des willkührlichen 9, eine sehr grosse Zahl anderer; doch nie- 
mals das allgemeine Integral. Jene Versuche von Laplace, besondere Integrale 
f{y$ ^> ^) von solcher Beschaffenheit anzugeben , dass sie in dem bestimmten 

Vi 

Integrale rf{y^x^v)c(y)di? anch veränderliche Grenzwerthe v zulassen und 

desshalb auf das allgemeine Integral der Differentialgleichung hinführen, haben 
Resultate zum Vorschein gebracht, welcRe in der Anwendung sehr unbequem wa- 
ren und nur geringe Hülfe versprachen. Dagegen konnte man diese andern beson^ 
dern Integrale, welche nur beständige Grenzwerthe v zulassen, wegen ihrer vor- 
theilhafteren Form in einzelnen Fällen immerhin mit gutem Erfolg benutzen, so- 
bald es nämlich gelungen war, sie so anzugeben, wie sich das allgemeine Integral 
gestaltet, nachdem man dessen willkührliche Functionen nach den einer besonder 
ren Aufgabe zum Grunde liegenden Bedingungen bestimmt hat. Hierin liegt der 
Grund, dass seit jener Zeit alle weitern Leistungen sich auf die Herleitung solcher 
besondern Integrale beschränken. Es ist mir geglückt, auch das allgemeine In- 
tegral der grösseren Anzahl linearer Differentialgleichungen mit drei Veränder- 
lichen in einer Form darzustellen, welche, mit den früheren Resultaten verglichen^ 
überraschend einfach ist. Dieselbe einfache Form würde schon haplace Ibr die 
oben angeftkhrten Differentialgleichungen aus seinen eingenen Entwicklungen er^ 
zielt haben, wenn ihm nicht eine willkührliche Beständige entgangen wäre, welche 
sich in diese Entwicklungen einführen und zu der erwähnten Vereinfachung vei^ 
wenden lässt. Ich leite aus der Differentialgleichung, mit cZrr/ Veränderlichen uo^ 
roittdbar eine andere Differentialgleichung mit nur £a^i Veränderlichen ab; und 
daraus ergeben sich jedesmal zwei besondere Integrale/(y,^,pX welche vor andere 
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. *** 

die bemerkenswerthe Eigenschaft haben, das beslimmte Integral ff^y^x^ c)^ {v)dc 

auch unter gewissen veränderlichen Grenswerthen p der Dirferentialgieichung 
genügen zu lassen, und welche denmocb jenen übrigen besohdern Integralen, de- 
ren man sich nur neben beständigen Grenzwerthen v bedienen darf, an Einfach- 
heit der Form keineswegs nachstehen. 

Mit nicht geringerem Erfolge lassen sich die linearen Differentialgleichun- 
gen mit Qier und mehr Veränderlichen integriren. Das allgemeine Integral einer 
linearen Differentialgleichung mit vier Veränderlichen z, y , x, (P z. B. schliesst 
zwei willkiihrliche Functionen zweier veränderlichen oder von y* ^» ^ abhängigen 
Grossen ein. Ich bediene mich deshalb bestimmter Integrale von der Form 

z = fj{y, iT, (V, p) Jp, wo die Grösse /(y, x, iv, <;) ein besonderes Integral der 

Diffefentialgleichung'isf, welches, ausser einer willkührlichen Beständigen v^ zu- 
gleich eine willkiihrliche Function irgend einer veränderlichen Grosse und desshalb 
auch der Beständigen v einschliesst; wo aber die eine Integrationsgrenze v^ 
selbst, von 7, j:, op abhängig angenommen ist. Aus der Differentialgleichung mit 
vier Veränderlichen unmittelbar lässt sich eine andre Differentialgleichung mit 
nur dreif oder auch mit nur zcp^z Veränderlichen bilden; woraus dann die verlang- 
ten besonderh Integrale /{y^ x, cv, v) sich herleiten lassen. 

Doch blieb noch ein bedeutendes Hinderniss, welches der Integration aller 
linearen Differentialgleichungen im Wege stand« Schon oben war Veranlassung» 
«iqer UovoIIkommenheit der Resultate zu gedenken, als es sich darum handelte, 
die bisherigen Leistungen in der Integration der linearen Differentialgleichungen 
«lit zwei Veränderlichen zu würdigen. Die Gültigkeit der bestiinmteo Integrale 

z = f fiy^ X, w v) fifp, wodurch man das allgemeine Integral irgend einer 

linearen Differentialgleichung ausdruckt, knüpft sich nämlich in den meisten Fäl- 
len an gewisse Beschränkungen, welche auf die in der Differentialgleichung vor- 
kommenden Beständigen a^h.c Bezug haben. Wenn die Zahlenwerthe dieser 

Beständigen ausserhalb gewisser Grenzen liegen, so führt die bestimmte Integration 
auf eine Function von y^x^w , welche nicht mehr das Integral der Differential- 
gleichung vorstellt. Und zwar sind im Allgemeinen den Beständigen verschie- 
dene Grenzwerthe vorgeschrieben, damit die Reihen -Entwicklungen zweier ver- 
schiedener besondern Integrale aus der bestimmten Integration hervorgehen. 
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Diejenigen Werthe, innerhalb welcher zwei besondere Integrale gleichzeitig auf 
diesem Wege erzielt werden« liegen deshalb in der Regel noch näher beisammeo^ 
als die jedes einzelnen besondern Integrals. Es kann sich auchtreffen, dass sich die 
Falle^ in welchen das eine und das andere bestimmte Integral auf ein besonderes 
Integral der Differentialgleichung führt gegenseitig ausschliessen , dass also diese 
beiden bestimmten Integrale stets unbrauchbar sich zeigen. Man war zwar diesem 
Uebelstande nur erst bei der Integration der linearen Differentialgleichungen 
mit zwei Veränderlichen begegnet ; allein man bemühte sich jedesmal in solchen 
Fällen, verschiedene Formen der Function /herzuleiten» von denen jede für sich 

den Beständigen a^ b^ c andere Beschränkungen auflegt. Obgleich es nun 

auch so für manche einfachere Differentialgleichung gelungen ist« für alle Fälle zwei 
bestimmte Integrale /j'y(y,i^)</p anzugeben 9 so musste man doch dieser Rücksicht 
die Einheit der Form des allgemeinen Integrals aufopfern, oder selbst zu einer 
sehr verwickelten und unbequemen Form Zuflucht nehmen. Ich reiche dagegen, 
bei einer eigenthümlichen Äuffassungsweise des bestimmten Integrals« hier^ und 
eben so lür drei und mehr Veränderliche, mit einer einzigen Form der Function 
fausy wenn dieselbe die Grenzwerthe, innerhalb welcher die Beständigen a, b^ c 
angenommen werden sollen , auch noch so sehr zusammenzieht. Es ist nemlich 
leicht zu zeigen, dass diejenige Function von y^ x, (v^ , welche durch die be- 
stimmte Integration /j' /(v» ^» ^ v)dv unter jener eingeschränkten Bedeu- 
tung der Beständigen a^ b, c erzielt worden ist, auch dann noch der Differen- 
tialgleichung Genüge leistet, wenn alle die Einschränkungen der Beständigen 

a, bf c ausser Acht gelassen werden. Auf diese Weise giebt eine einzige Form 

der Function /für alle Fälle ein besonderes Integral; und die erwähnten Bedin- 
gungen beschränken keinesweges die Brauchbarkeit des gefundenen bestimmten 
Integrals selbst, sondern beziehen sich nur auf die Bedeutung der Beständigen 

a^ by c bei der bestimmten Integration, deren Ausführung, gleichviel unter 

welcher Gestalt, nichts weiter im Wege steht. 

In allen hierher gehörigen Untersuchungen ist das bestimmte Integral 
Jj^f(s)df> gleichbedeutend mit dem Unterschiede F{iP^ — F(fii)j wenn F{p) 

das unbestimmte Integraly /(p) dv ausdrückt. Bekanntlich wird aber das be- 
stimmte Integral z z=ij^f{p) d^ noch auf eine andere Weise ausgelegt. Man 
stellt sich dasselbe nämlich auch als die Summe der Aenderungen dz vor^ welche 
aus dz :=if{y)di? hervorgehen, während die entsprechenden Aenderungen c/p zu 
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dem einen Grenzwerthe c, nach und nach addirt werden müssen» um diesen in den 
andern Grenzwerth i^2 hinüberzufflhren. Beide Arten der Betrachtung geben das 
Dämliche Resuhat, wenn kein Werth vonp zwischen den beiden Integrationsgren- 
zen p^ und p^ h'egt, für welchen die Functiony(p) ihre Stetigkeit verliert. Unterdieser 
Einschränkung könnte also auch die letztere Bedeutung des bestimmten Integrals 

f/OOdv dazu dienen, einen dem Integral einer Differentialgleichung zukom* . 

roenden Zahlenwerth auszumitteln. Wenn aber den in dem bestimmten Integrale 

vorkommenden BestAndigen a, b, c Zahlenwerlhe zukommen 9 die ausserhalb 

der bei der Ausführung der bestimmten Integration vorgeschriebenen Grenzen 
1^ liegen» so versteht es sich* dass diese letztere Bedeutung des bestimmten Integrals 
jedenfalls verloren geht. 

Hierdurch sind nun die neuen Hülfsmittel bei der Integration der linearen 
Differentialgleichungen 9 und deren Verhältniss zu den bekannten, ihrem Inhalte 
nach angedeutet Die innere Nothwendigkeit und die gegenseitige Vervollständi- 
gung dieser Hülfsmittel aber lassen sich nur aus den Einzelnheiten und aus dem 
ununterbrochenen Zusammenhange der Entwicklungen erkennen. Ich begiiäge 
mich, diese Entwicklungen in der vorliegenden Schrift nur für die linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung auszuführen. Die Gleichungen mit zwei Ver- 
finderlichen, welche ich allgemein integrire, können in folgenden drei For- 
men dargestellt werden : 

(Pz ^ ^ by-hc Ä ^ fy\±gy±h 

Die Gleichungen mit drei Veränderlichen aber, deren allgemeines Integral ich im 
Folgenden entwicklen werde, umfassen alleFftlle der beiden nachstehenden Formen! 

i d^ d'^% dH d*% d*% , d*« 

\ ^di?'*''^'diidi'^^d?'^'''diidi'^ 

Crelle'0 Journtl f. d. M. Bd. LI. Hefl 2. 15 
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(P% dH d}% dH d^% dH 

et« -f-«i«H- ««»-!- ^ (eu-he^v-hetw-^- )* 

Wenn gleich diese einleitenden Zeilen mehr für den ganz Sachkundigen 
bestimmt sind, so hatte ich doch keineswegs die Absicht, das Verständniss der 
nachfolgenden Schrift von der genauen Kenntniss aller. derjenigen Einzelnheiten 
abhängig zu machen, welche vorhin berührt wurden. Ich darf vielmehr mit Zu- 
versicht sagen, dass es mir gelungen sein wird, auch diejenigen Leser, welche mit 
der Integration der linearen Differentialgleichungen überhaupt nicht ganz vertraut ^ 
sind» diesen so wichtigen Theil der Analysis im Zusammenhange vorzuführen.^ 
Dies glaubte ich am besten durch folgende Anordnung des Stoffs zu erreichen. 

In einem ersten Abschnitte ist die Integration der linearen Differential- 
gleichungen, in ihrem Verhältniss zur Integration der gesammten Differentialglei- 
chungen, betrachtet worden. Der zweite Abschnitt beschäftigt sich mit der Inte- 
gration der allgemeinsten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei 
Veränderlichen : 

Nachdem dort gezeigt worden, inwiefern aller Erfolg bei der Integration 
dieser Gleichung davon abhangt, dass die beiden Coefficienten JK und Vi als be- 
stimmte Functionen von y vorliegen , wende ich mich zu den drei , vorhin unter 
(L) angeführten DifTerentialgleichungen. Der dritte Abschnitt stellt sich die Aufgabe, 
diese drei Differentialgleichungen durch Transformation auf gewisse einfachere 
Formen zurückzuführen , deren aligemeines Integral dann im vierten Abschnitte 
entwickelt wird. \i^x fünfte Abschnitt beschäftigt sich mit der Integration der altge- 
meinsten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit drei Veränderlichen : 

In dem 5^c/i^/£/i Abschnitte werden die beiden vorher unter (II. u. III.) angeführ- 
ten Differentialgleichungen für drei Veränderliche auf ihre einfachsten Formen 
gebracht; und diese letzteren werden dann in dem siebenten Abschnitte integrirt. 
Der achte Abschnitt transformirt die beiden DifTerentialgleichungen (11« und III.) 
für vier Veränderliche, und der neunte Abschnitt bestimmt deren allgemeines In- 
tegral. Ein zehnter Abschnitt endlich enthält die Transformation und zugleich 
die Integration der Differentialgleichung (II.) für /<//}/ und sechs Veränderliche. 
Mannheim, im November 1854. 
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jfede Gleichung; welche eine Beziehung zwischen mehreren Grössen z, y^ 

X, iv und deren Dirferentialen ausdrückt, heisst Differentialgleichung. Im 

Gegensatze spricht man von einer endlichen Gleichung, wenn sie von DifTeren- 
tialen frei ist. Die höchste Ordnung der vorkommenden Differentiale bestimmt 
die Ordnung der Differentialgleichung. Diejenigen Grossen, deren Differentiale 
in der Gleichung vorkommen 9 heissen die ^Veränderlichen; jede andere Grosse 
dagegen wird Beständige genannt. 

Jeder Differentialgleichung entspricht ein endliches Verhalten zwischen 
den Veränderlichen; oder deutlicher: für jede Differentialgleichung giebt es ein 
endliches Verhalten 9 welches, in geeigneter Weise nach den Veränderlichen 
differentiirt, zu Gleichungen fuhrt, mit deren Hülfe alle Differentiale aus der vor- 
liegenden Differentialgleichung zu eliminiren sind 9 um derselben zu genügen. 
Das allgemeinste endliche Verhalten, welches einer Differentialgleichung entspricht, 
heisst deren allgemeines Integral. Dieses nimmt jedesmal gewisse willkürliche 
Grössen in sich auf, von denen die Differentialgleichung selbst, frei ist. Wenn 
man aber den allgemeinen Charakter dieses endlichen Verhaltens durch gewisse 
besondere Annahmen des Willkürlichen aufhebt 9 so bleibt ein besonderes Inte- 
gral zurück* Die Lösung jener inhaltreichen Aufgabe, womit sich die Integration 
der Differentialgleichungen beschäftigt 9 besteht lediglich in der Herleitung des 
allgemeinen Integrals. 

Wie auch immer die Differentiale in einer Differentialgleichung vorkom- 
men mögen, so führt doch deren Integration jedesmal auf die Integration solcher 
Differentialgleichungen zurück , in welchen ausser den Differentialquotienten 

T^dx^dm ä?^Ä^"'i? keine Differentiale weiter vorkommen. Eine solche 

Differentialgleichung aber heisst partiell. Man stellt sich daraus z als Function 

von yt X, w her^'orgehend vor, und nennt deshalb z die abhängige Veräor 

derliche, während man von y . .x, w als von unabhängigen Veränderlichen 

spricht. Eine partielle Difierentialgleichung heisst insbesondere linear^ wenn sie 
in Rücksicht auf die abhängige Veränderliche und deren Differentialquotient voiq 
ersten Grade ist 

Die Integration irgend einer Differentialgleichung erfordert vor Allem, dds# 
man sich mit der Beschaffenheit der in dem allgemeinen Integrale vorkommenden 

15» 
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willkiirlichen Grossen, und mit der Art, wie diese willkürlichen Grössen in dem 
allgemeinen Integrale sich zeigen, bekannt mache. Es lassen sich in dieser Rück- 
sicht allgemeine Gesetze aufstellen , welche auf sehr ausgedehnte Gruppen von 
Differentialgleichungen Anwendung finden. Solche Gesetze über die Natur und 
das Vorkommen der willkürlichen Grossen im allgemeinen Integrale müssen aber 
überall, da wo sie einer hinreichenden Begründung fähig sind, an die Spitze ge- 
stellt werden, weil sie allen weitern Untersuchungen zum gemeinsamen Ausgangs- 
puncte dienen. Da ich nun die Absicht habe, die vorliegende Schrift den hnearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu widmen , so darf ich mich auf die 
Begründung jener Gesetze, insofern sie auf viel allgemeinere Differentialgleichun- 
gen Bezug haben, als ausserhalb der Grenzen der Aufgabe liegend, nicht einlassen. 
Ich werde mich deshalb begnügen, solche am geeigneten Orte nur geradezu an- 
zuführen. Wohl aber verlangen derartige Gesetze hier eine weitere Besprechung, 
insofern sie nur gerade auf die vorliegende Classe der linearen DifTerentialglei- 
chungen Bezug haben. Die linearen Differentialgleichungen gestatten es, Gesetze 
dieser Art aufzustellen, welche höchst bemerkenswerth sind, weil sie tiefer in den 
Bau des allgemeinen Integrals eindringen, als es für irgend andere Differential- 
gleichungen geschehen kann. 

II. Allgemeines Integral der Gleichung 

Das allgemeine Integral irgend einer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit 2cv^/ Veränderlichen schliesst zwei willkührliche Beständige ein, über 
deren Vorkommen aber im Allgemeinen nichts Bestimmtes sich aussagen lässt. 

Dies allgemeine Integral lässt sich jedesmal dadurch erzielen, dass man die 
Differentialgleichung zp^^i/^r Ordnung vorerst auf eine Differentialgleichung erster 
Ordnung mit einer willkürlichen Beständigen Ci, oder auf ein erstes Integral 
zurückführt. Das erste Integral führt dann auf das endliche Verhalten, oder auf 
das zweite Integral ; wobei die zweite willkürliche Beständige c^ zum Vorschein 
kommt. Wenn man auf diesem Wege zu dem allgemeinen Integral einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung übergebt , so hat man den Vortheil , dass dann 
das Vorkommen der willkürlichen Beständigen in dem jedesmal zu erzielenden 
Integrale keiner Unbestimmtheit unterliegt. Stellt man sich nämlich das erste 
Integral in Bezug auf die willkürliche Beständige Ci entwickelt vor, so zeigt sieb 
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dasselbe in der Form a,^=c,, wo a/ eine. bestimmte Function von T",z,yund 

der schon in der Differentialgleichung zweiter Ordnung auftretenden beständigen 
Grössen ist. Wenn man nun aber die Gleichung a, = c, der zweiten Integration 
VDterwirfty so nimmt <r, mit den übrigen ina, vorkommenden beständigen Grössen 
gleichen Rang ein', und bedarf als solche keiner besondern Beachtung. Stellt man 
sich das zweite Integral in Bezug auf die willkürliche Beständige c^ entwickelt vor» 
so zeigt sich dasselbe in der Form 02 = ^2, wo 02 eine bestimmte Function von 
z und y, und der schon im ersten Integral vorkommenden beständigen Grössen ist. 

Win man aber sogleich das zweite Integral bestimmen, so muss vor Allem 
das Vorkommen der beiden willkürlichen Beständigen c^ und C2 festgesetzt sein. 
Stellt man sich nun das zweite Integral in Bezug auf die eine ^2 aufgelöset vor, so 
bat man die Form a, = ^2^ allein das Vorkommen der andern willkürlichen. Be- 
ständigen c, in o, bleibt dann im Allgemeinen unbestimmt, und wird sich je nach 
dem besondern Bau der Differentialgleichung zweiter Ordnung auf verschiedene 
Weise gestalten. 

Die allgemeinste lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei 
YerändeHichen kann in der Form 

dargestellt werden, wo Y^ Y, und Z irgend Functionen von y bezeichnen. Um 
diese Gleichung auf ein erstes Integral zurtickzufflhren, nehme man vor Allem eine 
Transformation vor. Man führe an die Stelle von z eine andere Veränderliche 
u ein, indem man z = z^-u setzt« wo z^ eine noch zu bestimmende Function von 
y ist. Die Differentialgleichung geht dadurch in 

über, oder, wenn man nach Differentialquotienten von u ordnet, in: 

^^ +(!>$+ ^».^ + (^+ ''•t +'.'.)■' =^- 

^ Z\iT Bestimmung von z^ bedienen v\rir uns der Gleichung 

Man setze irgend ein besonderes Integral dieser Gleichung in die vorige an die 
Stelle von 2,; dann bleibt: 
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Wenn man nun aber, abkürzend, die Bezeichnung 

annimmt 9 so erhält man, nach bekannten Regeln, das verlangte erste Integral 
jener Differentialgleichung in der Form 

du CZdy 

Die zweite Integration giebt daraus das endliche Verhalten 

oder auch) wenn man statt u die ursprüngliche Veränderliche z zurück einführt : 

Es zeigt sich hieraus, dassdas allgemeine Integral der Differentialgleichung 

in allen Fällen die Form 

annimmt) wo Zo, z, und z^ Functionen von y sind» welche von den Coefficienteo 
der Differentialgleichung abhangen. Die Entwicklung des allgemeinen Integrals 
auf diesem Wege ist aber davon abhängig, dass man ein besonderes Integral der 
Gleichung 

anzugeben im Stande sei; denn ein solches besonderes Integral vertritt die Stelle 
jener Function z^. Wenn z^ bekannt ist, so bilde man die Function z, nach der 
Formel 

Aus dieser Formel zeigt sich zugleich ein bemerkenswerthes Verhalten zwi^ 
sehen den beiden Functionen z, und Z2 des allgemeinen Integrals. Dieselben sind 
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näinlich jedesmal so beschaffen » dass keine von beiden durch einen beständigen 
oder einen von y unabhängigen Factor aus der andern abgeleitet werden kann. 
Denn Dies könnte nur dann geschehen » wenn u^ = wäre; was aber in Folge 
des vorher angenommenen Werths von u, niemals zutrifft. Die dritte Func- 
tion z^ endh'ch erhält man aus der Formel 

(V) *. = ^>'A>'f-i^^ = ^■ß-^-y^Ze^'^dy- 

Dies z« ist zugleich ein besonderes Integral der vorliegenden Differential- 
gleichung 

Denn deren allgemeines Integral ^ = Zo + c,z, + c^z^ geht in die Function Zq 
über^ wenn man den beiden Beständigen c, und c^ den besondern Werth Null 
giebt. Für Z = kann auch diese Function z« jedesmal gleich Null gesetzt 
werden. 

Nachdem so das erste Integral, und aus diesem dann das zweite Integral 
entwickelt ist, beantwortet sich die weitere Frage^ wie man zu jenen drei Func- 
tionen z^ z, und Za gelange, wenn man, sogleich von der jetzt bekannten Form 
des allgemeinen Integrals z =^ z^-h c^, + c^^ ausgehend^ verlangt, dass dieselbe 
die Differentialgleichung 

befriedigen solle. Man setze deshalb jene Function an die Stelle von z. Dann 
erhält man die Gleichung 

Da aber dieser Gleichung für alle möglichen Werthe von c, und Cj, genügt wer- 
den soll, so müssen eben sowohl die gemeinsamen Factoren von c, und r,, als auch 
der Rest der Gleichung, für sich verschwinden. Man hat also : 
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Zwei besondere Integrale der Gleichung (a) vertreten demnach die Stelle der 
beiden Functionen z, und 2). Die Function z^ aber giebt sich als besonderes 
Integral der vorliegenden Differentialgleichung zu erkennen. 

Wenn nun auch diese zweite Herleitung des allgemeinen Integrals von 
der Kenntniss der drei besondern Integrale Zq, z, und Z2 abhängt^ während man 
vorher nur des einen besondern Integrals z^ bedurfte, so bringt sie dennoch 
einen erheblichen Gewinn. Denn in den allermeisten Fällen , wenn einmal ein 
besonderes Integral Z2 der Gleichung (a) gefunden ist, erhält man ein zweites ohne 
weitere Schwierigkeit ; und dieses zeigt sich dann sogleich in einer Gestalt, welche 
einfacher ist als dasjenige, welches die Formel (ß) aus dem zuerst gefundenen z^ 
berechnet. Man wird demnach nur in solchen Fällen zur Formel (ß) seine Zu* 
flucht nehmen, wenn es keinen Weg giebt, der unmittelbar zu einer einfacheren 
Gestalt des zweiten besondern Integrals z, führt. Bei der Bestimmung der bei- 
den besondern Integrale z, und z^ aus der Gleichung (a), ist aber zu beachten^ 
dass diese beiden Functionen auch in der That nicht durch einen beständigen 
Factor in einander übergeführt werden können. Die erste Entwicklungs-Ärt des 
allgemeinen Integrals lässt keinen Zweifel, dass jedesmal zwei besondere Integrale 
von solcher Beschaffenheit möglich sind. 

Es kann übrigens auch kommen , dass man zu drei und mehr besondern 
Integralen der Gleichung (a) gelangt, die jedesmal die Eigenschaft haben, dass 
keines von ihnen durch einen beständigen Factor in ein anderes übergeht* Wenn 
aber irgend drei derartige besondere Integrale Z3, Z2 und z^ vorliegen^ so findet 
jedesmal das Verhalten Z3 = c,z, + C2Z2 Statt, wo c^ und ^3 irgend beständige 
Grossen sind. Denn die Form z =^ c, z, + c^z^ muss stets als allgemeines Integral 
der Gleichung (a) angesehen werden , und jedes besondere Integral z^ wird aus 
dem allgemeinen dadurch abgeleitet, dass man den willkürlichen Beständigen r, 
und Ca gewisse besondere Werthe giebt. Auf diese Weise kann also das dritte 
besondere Integral z^ jedesmal aus den beiden andern hergeleitet werden. Es 
lassen sich demnach auch , wenn nur zwei besondere Integrale z^ und z^ da sind» 
eine grosse Zahl anderer bilden, indem man jedes der beiden bekannten mit einem 
beständigen Factor verbindet, und dann beide Producte addlrt. Diese Bemer- 
kung leistet gute Dienste, wenn es darauf ankommt, gewisse Formen derhesondern 
Integrale, welche aus irgend einem Grunde nicht zusagen , in andere brauchbare 
überzuführen. 

Zur Bestimmung der Function z^ behält man die oben gefundene Formet 
(y) bei, wenn sich nicht etwa vortheilhafter auf andere Weise ein besonderes In- 
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tegral der vorliegenden Differentialgleichung ermitteln lässt Da Gmnd vorhan- 
den ist^ die Bestimmung eines zweiten besondern Integrals Zi aus der Gleichung 
(a) dem Gebrauche der Formel (/?) vorzuziehen , so gestattet übrigens auch die 
Formel (y) eine wesentliche Vereinfachung. Aus der Formel (ß) folgt nämlich^ 
dass, wenn z, ein besonderes Integral der Gleichung (a) ist 9 dann>auch 

dy 






ein solches vorstellt. Nachdem aber die beiden besondern Integrale z% und Zj 
aus der Gleichung (a) erlangt sind, findet die Beziehung 






C^Zl + CZt, 



Statt, wo Cf und c irgend zwei beständige Grössen sind. Man theile durch Zj, 
diflerentire alsdann , und es bleibt : 

wenn man abkürzend die Bezeichnung — ^— = \z)y einführt. Es verwandelt 
sich dadurch die frühere Formel (y) in die neue; 



z> == coz. J(5)^z,Ze/^* dy», 



oder auch 9 indem man theilweise integrirt, in: 

Der beständige Factor c« dieses Ausdrucks ergiebt sich ohne Anstand, wenn man 
in dem obigen Ausdruck 



'-^*=44-4)- 



an die Stelle von y irgend einen beständigen Werth einführt 

Um das Bisherige an einigen Beispielen zu erläutern, setze man 

i. Die «leleüiuis ^ — zb^+ (Ä* — c> :5= 0. 

Hier ist Z = 0, also auch z^ = 0. Zwei besondere Integrale der Gleichung 
(a) ergeben sich in der Form z = e^. Denn setzt man dies z hinein ^ so erhalt 

CrellA'f Joaniil f. d. M. Bd. LL Hell 2. jg 
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man ^ weil ^z=ne und ^, = n^e^ ist, zur Bestimmung von n die quadratische 

Gleichung 7I2 — ^n + b^ z=: c. Daraus folgen die beiden Werlhe /i = 6 db ycy 
und jene besondern Integrale sind : 

£ = c<^V->» und Ä = ^<*-V->^ 

Demnach ist das allgemeine Integral: 

Wenn c negativ ist, nehmen jene besondern Integrale die imaginäre Gestalt an. 
Durch deren Addition und Subtraction aber ergeben sich die neuen Integrale 

z = e*» .(^-^V^ + e-^V^) und z = e*y .(^**-V^ — ^-V^), 

oder auch» wegen des Zusammenhanges zwischen Exponential- und trigonometri- 
schen Functionen , die beiden : 

z = e^cos(J^— cy) und z :=: ti^ .^\vi{}J— cy), 

welche vom Imaginären frei sind. Das allgemeine Integral geht demnach in 

z:=i e^ (ci cos (y — cy) + c^ sin (}/ — cy^). 

über« Für den Fall c = endlich bleibt nur das eine besondere Integral z = ß^; 
die Formel (ß) aber giebt für das andere: 

z = e'^fe-'^.ef'^^dy = e^.fdy = e^.y, 
und das allgemeine Integral der Gleichung ^ — bz-j + ä'z = ist: 

z — e^{p^'\-c^. 
-. « . ^« 1 — «i Ä J* — c ^ 

•• ■'• "* ^- '^~rdy + 1;^'^ = ®- 

Auph hier ist z^ = 0. Die Gleichung (a) giebt zwei besondere Integrale 
von der Form z = y". Denn« setzt man dies z hinein^ so erhält man, weil 

•j = ny'^^ und ^j, i= nin^- 1)7*^^ i«t zur Bestimmung von n die qtladratische 

Gleichung n* — zÄ/i + ä* = c. Daraus ergeben sich die beiden Werlhe 
n = &=t}/c, und die erwähnten besondern Integrale sind: 

Ä « y^^ tind z = y*^V^ . 

Mäti hat dettittäd) ffif das allgemeine Ttitegral : 



4 VUbr, baegraikm wm I^fferwiialthMmgeM. 12t 

Für irgend ein negatives c gestalten sich jene besondern Integrale wieder imagi- 
när« Wie vorher bilde man dann durch Addition und Subtraction zwei andre^ 
welche vom Imaginären frei sind. Denn man erhält so: 

z — y^ie-^V^'"^ + e'V^'^ und z = /(^••■V^^ — e^V^'^) , 

oder, wegen des Zusammenhanges zwischen Exponential- und trigonometrischen 
Functionen, die beiden : 

z = y *. cos (}/— c . ly) und z s= y*. sin (}/— c . ly). 

Das allgemeine Integral geht demnach in 

z =z y^ (jCiCo%Q/ — c Jy) -^ C2.sm{y — c .ly)) 

über. Für den Fall ^ = endlich bleibt nur das eine besondere Integral z:=^y^. 
Das zweite ergiebt sich aus der Formel (ß). Demnach ist; 

und der Gleichung -riH ^Vy"*" y*"~® entspricht das allgemeine Integral 

///. Transformation der Gleichungen 
d^% ^by-hc dz ^fy^_±mi±h 

^^■*"~y"'^'*" 7 ^ = ®' 

d^z by-hc d% f y^-^gy-^h _ 
dy^'^Qf+a)y'dy'^ iy + afv" '^ - "• 

Ein besonderes Integral der Differentialgleichung 

kann immer erst dann gefunden werden , wenn die Coefficienten T, T^ und Y^ 
bestimmte Functionen von y sind. Man gehe dann von gewissen Voraussetzun- 
gen in Bezug auf die Beschaffenheit des besondern Integrals aus, und ^mtersodi^, 

16^ 
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ob solche zum Ziele führen« Auf diesem Wege sollen im Folgenden die besonr 
dem Integrale der drei obigen Differentialgleichungen hergeleitet werden. Welche 
aber immer die dazu führenden Voraussetzungen sein mögen : die betreffenden 
Untersuchungen werden sich, als von der besondern Form der Functionen Y^ Y^ 
und r, abhängig, jedesmal wesentlich vereinfachen, nachdem man die Differen- 
tialgleichungen den geeigneten Transformationen unterworfen hat. Die Auf- 
merksamkeit richtet sich deshalb zunächst auf diese Transformationen. 

Im Allgemeinen lassen sich zu dem Zweck zwei verschiedenartige Trans- 
formationen anwenden. Die erstere besteht darin , dass man an die Stelle der 
unabhängigen Veränderlichen y eine neue y^ einführt, welche als Function der 
ersteren angenommen wird. Die andere besteht in der Vertauschung der abhän- 
gigen Veränderlichen z gegen eine neue uz^ , wo u eine bestimmte Function von 
y ist 

Stellt man sich z vorerst als Function von y^ vor, so hat man: 

^. d% ^^ A — -^ /rf^iV dz dPyi 

^^•> dy - dy,'dff ""^ c/y' " dp\\dyj '^^; d^ ' 

und die allgemeine Differentialgleichung geht in 

über, wo die weitere Elimination von y mittels yi auszuführen bleibt. Auf 
eine bemerkenswerthe Umwandlung dieser Art führt die Beziehung yi = m/*, 

wo m und n beständige Grossen sind. Deon da dann -ir = mny^^ und 

^ = mn(/»— l)y""'' ist, so erhält man: 

I 

Setzt man aber z = uzi^ so geht die allgemeinere Differentialgleichung in 
V / d*% ^ du d% dSk \ --/ &, du \ ^ 

über. Wenn man nach Differentialquotienten von Z| ordnet, hierauf durch u 
theilt, und zugleich die abkürzenden Bezeichnungen ^r =^^ und i/y'^ an- 
mmiKit, sableibt; 
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Sobald nun die Coefficienten Y, T^ und Y^ als bestimmte Functionen von y vor- 
liegen« besteht die weitere Aufgabe darin« die Grössen yi und n so anzugeben, 
dass die neue Gleichung in der That einfacher sich gestaltet. 

1. Es sei (y + fl)y-^ + (*/ + c)(y + ä)yj^ + (// + gy + h)z = 0. 

Man nehme vor Allem jr, = — - an* Dadurch erhält man : 

Man lasse das letzte Glied -^ verschwinden, und streiche dann den gemeinsamen 

Factor yi. Dies wird durch Einführen von z = y^Zi erreicht Denn die An- 
nahme u = y" verwandelt die Gleichung in : 

+ [«C/»-i)(ri-i)'+(Äyi->(y,--i)+/y?-fyi+äiJi = «• 



Den Exponenten /» bestimme man aus »(/i— l)-|--/j + "-i=0} dann bleibt die 
erwähnte einfachere Gleichung 

Man setze weiter y^ = 1 — yi^was 

giebt. Auch hier lasse man das letzte Glied verschwinden, um dann den gemein- 
samen Factor y^ zu streichen« Man setze deshalb Z| = ytZ^i so erhält man, 
weil u = y2 ist, die Gleichung 
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Den Exponenten n bestimme man aus 71(71 — 1) + Ä71 + C7i +f+g = 0; dann 
bleibt die erwähnte einfachere Gleichung 

(a.) (y.^- l)y^.^^ + (by, + c)'^^+fz, = 0. 

Man gewinnt damit zugleich die einfachste Form 9 unter welcher die Gleichung 
(1.) im Allgemeinen dargestellt werden kann. 

Für den Fall a = geht deren ursprüngliche Form in 

über. Man setze hier yi = -, woraus 
folgt« Dann erhält man die Gleichung 

^'^ ri'-^-+(-^ri+^-*)yi^+(W+g'ri+/)^ = o. 

Hierin tilge man wieder das letzte Glied, und streiche dann den gemeinsamen 
Factor yi. Man setze desshalb z = 71% wonach sich die Gleichung (2.), weil 
dann u = yi" ist, in 

0^0 yi'-^i+(2^-^yi+5^-%,|(+[n(7i-i)-K-c^^^ 

verwandelt. Bestimmt man n aus 71(71 — 1) + (2 — b)n +/ = 0, so erhält man 
die erwähnte einfachere Gleichung 

Um hier das vorletzte Glied verschwinden zu machen, setze man weiter Zi = «'*''*. z^. 
Wegen u = e^^ ergiebt sich dann : 

(a.) yi'äy^i+{^nyi + by,+ cy^^ + [n'yi + (by, + c)n+fy,+g].z^ = 0. 
Den Exponenten n bestimme man aus 7i'+Ä7iH-/=0; was die einfachere Gleichung 

(2.)' ri-^! + (hi+c).^, +gz,=o 
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giebt. Endlich setze man y2 = ^yif und führe dadurch die Gleichung (2.) auf 
ihre einfachste Form 

zurück, in welcher nur zwei unbestimmte Beständige vorkommen. 

Die letzte Substitution ^2 = ^yi f^Ht weg, wenn 6 = ist. In diesem 
Falle zeigt sich die Gleichung (20 in der Form 

Auch diese Gleichung lässt sich auf die Form (b) zurückfuhren. Man setze des- 
halb ^2 = ^Vi~Syi)' Daraus ergeben sich die Ausdrücke 

/^V ^.^-^Ji.^ und y2.^_9j.^_h.^ 
(a) yi dy^ — 2 dy^ "°^ ^^ i/y,« — i dyl i dy^ ' 

und die Gleichung geht zunächst in 

Über. Man setze aber weiter Z2 = e^ ^.z^, so bleibt: 

r,-^ + (r2+2c-l).g + (i:-J)-z, = 0; 

was in der That mit der Form (b) übereinstimmt. 
(3.) Es sei nun : 

Wir bringen hier zuerst den Coefficienten / zum Verschwinden, indem wir 
z = e'^^'Zi setzen. Die Annahme u = e"^ giebt die Gleichung 

03.) ^i+i^nr+by+cy^^+{4ny+2n+(by+c).2n^^^ . 

Wenn man aber n aus 4n? + 2bn -l-/= hervorgehen lässt, so bleibt die ver- 
langte einfachere Gleichung 

(3.)' '^ + iby + cy^^ + (gy+h)'z,=^o. 
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Aus dieser lässt sich der Goefficient g tilgen, wenn man Zi ^ e^ »z^ setzt; 
denn die Annahme u=^ ^ führt auf die Gleichung 

Das Verhalten Ä/i H- gr = aber giebt die erwähnte Form 

Nimmt man noch hyi ^= by+ c an, so bleibt die einfachere Gleichung 

Auch diese Gleichung kann auf die Form (Jb) zurückgeführt werden. Denn 
setzt man 2^2 = ^>'i» ^^ ergeben sich die Beziehungen 

<«•) y>^=2y,-^^ und y;.^ = 4r,'.^ = 2y,^, 

und die obige Gleichung verwandelt sich in : 

was in der l*hat der obigen Form {b) sich unterordnet. 

Durch die Vertauschung Z| = ^"^.z^ kann aber der Goefficient g der Glei- 
chung (3/) nicht mehr zum Verschwinden gebracht werden, wenn dort 6 = ist 
Man lasse dann den Goefficienten c verschwinden, indem man 2/» + c = setzt. 
Dadurch ergiebt sich 

Man setze weiter gyi =: gy + h^ so bleibt die einfachere Gleichung 

welche auch wieder auf die Form (b) zurtlckftlhrt. Man setze deshalb vorerst 
3y, = 4|^ (— g^) . yJL Daraus folgt : 

und die transformirte Gleichung ist: 
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Endlich setze man noch z^ = e^^*.z^\ was zu der Gleichung 

führt; welche in der That mit der Form (A) übereinstimmt. 
Auch die beiden in (U.) integrirten Gleichungen 






15 — 2Ä*;^ + (Ä2— <^)'Z = Ound 



ordnen sich beziehlich den Gleichungen (3. und 2.) unter^ und lassen sich als be-^ 
sondere Fälle auf eigenthümiiche Weise in einander überführen. Setzt man 

nämlich y^ = //, so hat man, weil ^ = - und ^t = i ist, die beiden Be- 
ziehungen 

welche die letztere Gleichung auf die erstere zurückführen. In der That erhält 
man auch das allgemeine Integral der ersten Gleichung aus dem der letzten^ 
wenn man in diesem y'an die Stelle von ly treten lässt. 

# IV. Allgemeines Integral 

der drei in (JII) transformirten Differentialgleichungen. 

Das besondere Integral der vorher transformirten Differentialgleichungen 
lässt sieh nur in einzelnen Fällen, wenn die beständigen Coefficienten dieser Glei- 
chungen gewisse besondere Werthe annehmen, durch die gewohnlichen Functio- 
nen, nemlich durch Potential-^ Exponential- und logarithrnische Functionen 
darstellen. , Genügt keine gewöhnliche Function , so ist offenbar die zunächst 
einfache Annahme die, dass das besondere Integral durch eine derjenigen Functio- 
nen dargestellt werden könne, welche aus der Integration der gewöhnlichen Func- 
tionen hervorgehen. Es wird sich zeigen, dass Dies in der That jedesmal für die 
genannten Differentialgleichungen zutrifft. Die besondern Integrale dieser Diffe- 
rentialgleichungen erscheinen derpnach unter einem Integralzeichen. Sie können 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 17 
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aber im Allgemeinen nur bestimmte Integrale sein. Ein unhestirnmtes Integral 
z^.Judy, worin z^ und Ui gewöhnliche Functionen von y sind, kann immer nur dann 
Geltung bekommen, wenn zugleich z^ ein besonderes Integral ist. Denn jedes unr 
bestimmte Integral zieht eine willkürliche Beständige c nach sich; so dass das be- 
sondere Integral z = Ä2y"i^y zugleich ein zweites ^ = ^3.(^1/1^7 + Ci), oder 
auch z = Z2 voraussetzt* Jene besondern Integrale erscheinen demnach in der 

Form z = fsdv^ wo s eine gewöhnliche Function von/ und p ist, die Integrations- 

v\ 
grenzen c?a und c?i aber entweder von y unabhängige GrössAi sind, oder auch selbst 
als Functionen von y angenommen werden. 

Wegen der weitern Beschaffenheit der Function s ist, wenigstens für den 
Fall zweier beständigen Grenzwerthe von i\ und i\, auf der Stelle zu sehen, dass 
durch Abscheiden eines Factors u^ welcher nur y enthält und deshalb vor dem 

Integralzeichen in z = f sdv gesetzt werden könnte, die Veränderliche y unter 

»*> 

diesem Integralzeichen nicht zum Verschwinden gebracht werden kann. Denn 
wenn Dies möglich wäre, also das besondere Integral auch unter der Form 

z = u. Csidv dargestellt werden könnte, wo s^ die Veränderliche y nicht mehr 

enthält, so wäre fsidv nichts weiter als eine Beständige^ das besondere Integral 

»»1 ' 

selbst aber wäre z = i/, also eine gewöhnliche Function von y;.was der Voraus- 
setzung zuwider ist. 

Das unbestimmte Integral y^Jt?, in welchem s irgend eine FfUnction von y 
und V ist, hat offenbar die Bedeutung /(y, p) + c, wo man sich /als bestimmte 
Function vorstellen kann , während c eine durch die Integration nach p herbeige- 
führte willkürliche Beständige, oder eine willkürliche Function von y und jeder 
andern von v unabhängigen Grösse ist. Setzt man aber z =ij*sdvj so erhält man 
durch Differentiation : 






so lange man sich p von y unabhängig vorstellt. Das unbestimmte Integral z = fsdv 
führt demnach die Seite links in der allgemeineren Differentialgleichung 



ß 
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unier der Vorausselzung eines von y unabhängigen Tj in 

über; wo / als eine von /(y, r) und den CoefYicientcn Y^ T^ und Y^ der Differen- 
tialgleichung abhängige Function von y und v anzusehen ist, während C wieder 
eine willkürliche Function von y und jeder andern von v unabhängigen Grösse 
bedeutet« hervorgerufen durch das willkürliche c. Das bestimmte Integral 

z'=. fsdv^ dessen Grenzen i\ und i\ unabhängig sind, verwandelt demnach die 

VI 

Seite links in der Differentialgleichung 9 in t^ — /j, wenn /, un<^ h ^^^ Function/ 
dann bezeichnen, nachdem man darin statt v beziehlich die beiden Grenzwerthe 
^2 und ('1 eingeführt hat. Wenn nun aber diese beiden Grenzwerthe ^3 und v^ 
so beschaffen sind, dass v — Tj und v — i\ gleichzeitig Factoren von / sind, so hat 
man gleichzeitig ^2= u"d /^ = 0, und deshalb auch t^ — t^ = 0. Alsdann 

V2 

genügt das bestimmte Integral z = f'sdv der Differentialgleichung, und muss 

Vi 
deshalb als deren besonderes Integral angesehen werden. Zur Bestimmung der 
beiden Unbekannten s und / hat man die obige Gleichung 



ß 



oder auch, wenn man beiderseits nach v differentiirt: 

Ausserdem aber wird noch die Anforderung an die Function / gestellt^ 
dass sie zwei von y unabhängige Werthe (? gebe, für welche t verschwindet. Denn 
zur Bestimmung der Grenzwerthe ^2 und c^i hat man die Gleichung 

Um zu den Functionen s und t zu gelangen , gehe man^ sobald die Goefficienten 
T, Yi und I2 a^* bestimmte Functionen von y vorliegen, von einer bestimmten 
Voraussetzung aus, in Bezug auf das Vorkommen der Veränderlichen y. Wenn 
man' die so specialisirten Werthe s und t in die Gleichung (a) einführt, so zer- 
fällt dieselbe, durch Ordnen nach y, in mehrere andere; woraus das Vorkommen 
von V in s und / durch Rechnung hervorgeht. Die in (III) angeführten Differen- 

17* 



132 4. WetleTy Integration von Differentialgleichungen. 

tialgleichungen sind dort in allen Fällen auf eine der beiden einfacheren Gleichun- 
gen (a) und (Ä) zurückgeführt worden. Wir gehen aber bei der Bestimmung 
von s und t für diese beiden Gleichungen von einer und derselben Voraussetzung 
aus 9 in Bezug auf das Vorkommen der Veränderlichen y. Deshalb betrachten 
wir die Gleichung 

welche jene beiden Gleichungen (a) und (h) gleichzeitig einschliesst. Man hat 
hier zur Bestimmung von s und /: 

(a.) iay + b)y'''f + {cy + e)'*j + /=y^. 

Man kommt aber zum Ziele, wenn man 

s = F{i^-yy und t = T\ {y — y/-» 

setzt) wo p ein noch unbekannter Exponent ist, V und Vi aber bestimmte Func* 
tionen von v sind. Denn diese Annahmen geben nach einander: 

My _ -P «y, _ y(p— 1) 

1 ^^ _ L y-^ Zl^ 1 

und zur weitern Bestimmung von s und / dient die Gleichung 

(a.)(ay + Ä)>v,C;,-l)-(cr+e);;(p-y)+/(i'-y)'=^(;,-l)+%(p-y). 

Um daraus die Gleichungen zur Bestimmung von p^ V und V^ abzulei- 
ten, ordnet man vortheilhaft nach v — y. Man setze also y = p — {y — y). 
Dies giebt zunächst: 

«y'+Äy = ap*+Ä<^— (2öc?+Ä)(p— y)+a(p — >)^ 

cy -^r e = cp H- ^ — c (p — y) • 
Setzt man diese Werthe hinein, und dann den gemeinsamen Factor jeder ein- 
zelnen Potenz von p — y gleich Null, so ergeben sich die folgenden Gleichungen: 

(a,.) (flP^ -F hv)p F = F, , 

(c4.) , [(2aP + Ä)C;? — l) + rP + ^];?^+^,. = 0, 

(aa.) ap(p-'l)+cp +/= . 
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Die letzte derselben giebt den Exponenten p ^ und aus der ersten ergiebt sich die 
Function Fi, wenn F bekannt ist. Um F zu finden, eliminire man Fi aus (aj 
und (oj). Man differentiire in dieser Absicht die Gleichung (aj, welches 

(av^ + hv)pV, + (2ai> + b)pF- Fi,, = 

giebt. Durch deren Addition zu (04) fällt Fi weg, und es bleibt 

(oa-y (öP* + bv) F, + (^apv + bp + ci^ + e)F = {) . 

Zur Bestimmung von P' hat man demnach: 

K (2flp-^c)p-^ip-f-g 

Die Grenzen des bestimmten Integrals z = Csdv ergeben sich, nachdem 

Vi 

y bekannt ist, aus der Gleichung 

(^.) / = Fl {y — yy-' —pF {aiP' + bv) {y — yY^^ = . 

Im Allgemeinen finden sich hieraus drei verschiedene Grenzwerthe; nämlich 

f7 = — -jp=:0 und p = 00 . Jeder dieser Grenzwerthe gilt übrigens , weil die 

Factoren ap + b und q auch in F unter irgend einem Exponenten vorkommen, 
nur unter gewissen Bedingungen ; welche weiter unten aus der Gleichung iß) ab- 
geleitet werden sollen. 

*^ 
Dasselbe bestimmte Integral z = fF {y — y^cfp giebt auch dann noch ein 

besonderes Integral der obigen Differentialgleichung, wenn man p =>' als Grenz- 
werth benutzt. Diejenigen Bedingungen, unter welchen dieser Grenzwerth p = y 
Geltung erhält, können aber nicht mehr aus der Gleichung {ß) geschlossen wer- 
den. Denn die Seite links der Differentialgleichung 

^•^'+^«1+^ = 

wird durch das unbestimmte Integral z =^J*sdi:> = f(y^ p) + c nur dann in jenen 
Ausdruck t + C übergeführt, wenn man p von y unabhängig annimmt. 

Nimmt man p als Function von y an , so führt das unbestimmte Integral 
auf einen andern Ausdruck T+ G Die Bedingungen, unter welchen dem be- 

stimmten Integrale z = A Jp irgend ein veränderlicher Grenzwerth gegeben wer- 
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den darf) damit dasselbe ein besonderes Integral der Differentialgleicbung voi^ 
stelle, müssen demnach aus der Gleichung 

(ß.y T=o 

abgeleitet werden. Um aber T für den vorliegenden Werth c> = y zu finden^ 
erwäge man, dass aus z =/(y, c*), wenn darin (? = y angenommen wird, durch 

Differentiiren das Verhalten ^ = ^ -|- ^ sich ergiebt. Unter derselben Voraus- 
setzung entstehen durch Düferentiation von z '=ij*sdv die Ausdrücke 

d% Cd» , , d}% pPs j ^ d* ds 

dy=)Ty''^''^'^ ""d d?=Jd^-''^"^^'Ty'^Tv' 

Man erhält demnach, wenn man, abkürzend, sogleich das vorhin gefundene / ein- 
führt, den Ausdruck 

r=, + y.(2.|+g)H.y... 

Für die Differentialgleichung 

wurde vorhin, unter der Annahme eines beständigen c?, 

t = pVifli?'^ -4- hv) {y — yy^ 

gefunden. Lässt man nun aber die Grenze p = y gelten, so erhält man,' weil 
s = V{s> — yf ist, den Ausdruck 

Um diesen Ausdruck nach Potenzen von p — y zu ordnen, setze man wieder 

y ^=^ ^ — (p — y) , welches 

öy'+ hy — flp'-l- hv — (2ap -4- ä) (p — y) + a (j? — y)« 
cy + e = a' + € — c (r — y) 

giebt. Wenn man Dies einführt, so ergiebt sich: 

+ lF(2api? + bp+C(? + e)A'P',(ai^+bv)](i;—yy 
-[FQap + c)'k'yX^ai^^b)]{v-y)r' + afr{^-y^. 
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Mit Rücksicht auf den Werth t endlich, und auf die Gleichung (a^Yf bleibt der 
einfachere Ausdruck 

woraus zu schliessen ist, dass die Grenze p==y Geltung bekomme, wenn/7+l^^O 
oder wenn p'>' — 1 ist 

Alle Bedingungen ^ unter welchen die vorhin erwähnten Grenzwerthe das 

bestimmte Integral z = ff^iy — "ff dv zu einem besondern Integral der obigen 

Differentialgleichung machen 9 beschränken sich auf die Anforderung 9 dass die 
vorkommenden Exponenten innerhalb gewisser Grenzen liegen. Diese Bedin- 
gungen beziehen sich aber immer nur auf die Operation des Integrirens. Die 
bestimmte Integration führt nämlich nicht mehr auf ein besonderes Integral, wenn 
die Exponenten ausserhalb jener Grenzen angenommen werden. Nachdem aber 
die bestimmte Integration unter der erwähnten Einschränkung ausgeführt ist (was 
jedesmal 9 wenn auch nur in Form einer unendlichen Reihe, geschehen kann) 
fallen jene Anforderungen weg, und die durch Integration erzielte Function 
von y genügt der Differentialgleichung auch für alle diejenigen Werthe der Ex- 
ponenten, welche ausserhalb der vorhin festgestellten Grenzen liegen. Denn ge- 
setzt 9 das Resultat der bestimmten Integration sei in einer Reihen -Entwickeluug 
bekannt: die Reihe ist dann ohne Zweifel ein besonderes Integral der Differen- 
tialgleichung für alle möglichen Werthe der Exponenten, welche zwischen den 
durch die beiden Integrationsgrenzen v> = r^ und = ir\ vorgeschriebenen Gren- 
zen liegen ; z. B. in Rücksicht auf die Integrationsgrenze ^ = /i für alle mögli- 
chen Werthe des Exponenten /?, welche > — 1 sind. Eine solche Grenze ist aber 
nur dadurch möglich, dass, nachdem man die Reihe an die Stelle von z in 
die Differentialgleichung eingeführt hat, in dem dadurch erlangten Resultate 

^ + Bp'{- 6/7^-1- = der gemeinsame Factor jeder einzelnen Potenz von p für 

sich verschwindet ; dass also ^ == 0, JB = 0, C = ist. Wenn Dies zutrifft, so ver- 
steht es sich) dass die vorliegende Reihe auch für jeden andern Werth des Ex- 
ponenten/7, welcher <:—l ist, der Differentialgleichung Genüge leistet Das 

bestimmte Integral z = fV {p—Yfdf? gicbt also in allen Fällen ein besonderes 

vi 

Integral der Differentialgleichung , wenn nur bei der Integration^ die Exponenten 
innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen angenommen werden. Um das be- 
stimmte Integral in diesem Sinne darzustellen 9 fügen wir die jedesmalige Bedin- 
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gung in Rlammern bei. Wir schreiben also 9 z. B. in Rücksicht auf den Grenz» 
werth p = y: 

z =/ V(p = rfdcip + 1 > 0), 

weil dieser Grenzwerth nur unter der Bedingung /? + l^^O zu einem besondern 
Integrale führt. 

Zur Bestimmung von p hat man die (quadratische Gleichung (013). Man 
gelangt demnach im Allgemeinen zu zwei verschiedenen Werthen von /?, und so 

auch zu zwei verschiedenen Integral formen z = fVi!^ — yYdo. Wir werden 

übrigens nur von der einen dieser beiden Formen Gebrauch machen , weil eine 
von beiden zur Darstellung der beiden besondern Integrale schon ausreicht« wenn . 
man derselben nach einander verschiedene Grenzwerthe giebt. 

Wir kehren jetzt zu jenen zwei mehr besondern Gleichungen (a) und 
{h) zurück 9 weil sich die weitere Rechnung für dieselben verschieden gestaltet. 

1. Die Gleichung (b) schreibe man in der Form 

(*•) y^+Cy - «"-^)^-«^ = ®- 

Hier hat man p=i a^ nach (ag); und dann zur Bestimmung von J^ die Gleichung 

^ .X ^«' «-* . * 

W)- v~~ "V = ■" ^ "^«' woraus 

F.= e-'r^ folgt. 
So gelangt man zu dem besondern Integrale 

z=jre-'v'(v — Yyd(?. 
»'1 

Die von y unabhängigen Grenzwerthe p ergeben sich aus der Gleichung 

In allen Fällen erhält man daraus p = od ; dagegen v = nur unter der Bedin- 
gung Ä -I- 1>0. Ausserdem gilt noch p = y\ Avenn a+ 1 >0 ist. Man erhält 
aber zwei besondere Integrale, wenn man zu irgend einem dieser drei Grenzwerthe 
Pi nach einander jeden der beiden übrigen hinzunimmt. 

Ein Ä^^o/ir/er^^Integral erscheint als gewöhnliche Function in geschlossener 
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Form, wenn irgend eine der Reihen-Entwicklungen^ auf welche die bestimmte In- 
tegration führt, mit einem ihrer Glieder abbricht. Es ist aber klar, dass in dieser 
Rücksicht entweder nur die steigend-, oder nur die fallend nach y geordneten 
Reihen zu untersuchen sind. Denn eine fallende Reihe, welche mit irgend einem 
ihrer Glieder abbricht, verwandelt sich in eine steigende Reihe, wenn man die 
einzelnen Glieder in der entgegengesetzten Ordnung auf einander folgen lässt* 
Wir benutzen hier 6\e fallenden Reihen. 

Um das besondere Integral in einer fallenden Reihe auszudrücken, ge- 
brauche man vorerst das bestimmte Integral 

z =y"-*'c^(p-y)-rfp (Ä+1>0). 



Man entwickele iy^yT n^ch fallenden Potenzen von y. Dies giebt 



Durch Differentiation erhält man aber 

de'' P*** = — ^-^'p^' dv + (Jb + l^e-^'i^dv, 
und daraus durch Integration den Ausdruck 

fe-^v*^^ dv = ib + 1) 'ß-'i^di^ (Ä + 1 >0) 



Indem & nach und nach mit b + 1, b + 2 verwechselt wird, giebt dieser Aus- 
druck, weil der gemeinsame von y unabhängige Factor y^ " c* dp ausser Acht 



gelassen werden kann, das besondre Integral 

a(6-#-l) 1 . a(&-*-l) (a-l)(6 4-2) 1 



=^■(1---^ 



i«s 



'7i+' 



0(6 + 1) (a-l)(6 + 2) (o- 2)(6 + 3) 1 . \ 

-1 2 3 ?+ ) 



Das obige bestimmte Integral geht demnach in eine Potentialfunction über, 
wenn o + 1 eine positiWj oder wenn b eine negatwe ganze Zahl ist. 

Eine andere Reihe, nach fallenden Potenzen von y geordnet, lässt sich 
eben so aus dem bestimmten Integrale 

Crelle'i Jouroal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 18 
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z —f^e^i^^ip^yYdQ (a+ 1 > 0) 

ableiten. Man vertausche zu diesem Zweck v — y mit u^ welches 

z = e'-^.f^e'^u + yfvl'du (a + 1 > 0) 

giebt. Die Reihen -Entwicklung dieser Form crgiebt sich aber noch scheller aus 
der obigen Reihen- Entwicklung ^ wenn man die entsprechenden bestimmten In- 
tegrale mit einander vergleicht. Das erstere geht nämh'ch in das andre über^ wenn 
man dort a mit Ä, h mit ö, +y mit — y vertauscht, und dann noch mit e^ mul- 
tiplicirt. Die verlangte Reihe ist demnach: 

^=^^•(,1+— 1 y"*"~T 2 ^ + y 

und bricht ab, wenn 6 + 1 eine posäiW^ oder wenn a eine negative ganze 
Zahl ist. 

2. Die Gleichung (a) lässt sich in der Form 

schreiben. Zur Bestimmung von p hat man p^ -- (a + b)p + ab = 0; nach («3). 
Daraus folgen p ^= a und p =^ b. Die Annahme des einen Werths a von p 
reicht hin, die beiden besondern Integrale aufzustellen. Es ist aber weiter: 

= (i^nyi = r-1 "*-"T" * (^ » '^"^ ^«'■*"•• 

So gelangt man zu dem besondern Integrale 

Die von y unabhängigen Grenzwerthe ergeben sich aus der Gleichung 

{ß.) t = a(p- l)*-*. P"-^>. (P -.y)-> = . 

Man erhält also t? = I, unter der Bedingung Ä — c>0, oder c<lb, <? = 0, unter 
der Bedingung c — a + 1 >0 oder c + l>^a^ und c = od , so lange die Summe 
der drei Exponenten in dem Werthe von t^ nämlich b <0 angenommen wird. 
Ausserdem aber hat man noch die Grenze p = ^, so lange a + 1>0 ist. Mao 
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erhSlt dber zwei besondre Integrale^ wenn man auf zweierlei Weise irgend zwei 
TOD den so eben angeführten vier Wertben von f> als Grenzen des bestimmten 
Integrals zusammennimmt. 

Die bestimmte Integration führt auf verschiedene Potentialfunctionen. 
Die Bedingungen, unter welcii«n Dies geschieht, sind aber eben so mannigfaltige 
als zahlreich. Was die nach Potenzen von y geordneten Reihen geben , soll an 
den steißenden Reihen gezeigt werden. 

Um ein besondres \u\e^^TV^ in einer 5/e%e/2£^n Reihe nach ^ zu entwickeln» 
bedienen wir uns des bestimmten Integrals 

z:=^fCiy^lT''^.^"'>(y-yrdv (c<b , b<0) 
Man entwickle den Factor (f'^y)" nach steigenden Potenzen von y ; welches 

z =f^{y - 1)*-^'. (P^- aif'\ + a(a - 1) c^^*- j^ ^...)di^ (c<Ä , Ä<0) 

giebt. Durch DifTerentiation findet sich aber: 

rf(c. - 1)^. c>^ = (Ä _ c) (P - 1)*^*. P^rfp + €:(P - 1)*-*. P"-Wo 
= Ä(P- l)*-^^^Jp- c(p- l)*-^^p^*^P, 

und daraus durch Integration die Beziehung 

Wenn man bierin c nach und nach gegen c — 1, c — 2 , und gleichzeitig b 

gegen b — 1, b — 2 vertauscht, so verwandelt sich, weil man den gemeinsamen» 

von y unabhängigen Faclor f(y — l)*"*"*p*'dp ausser Acht lassen darf, obige Rei- 

1 
hen- Entwicklung in: 

ab y ab (a-l)(6-l) y» ab (g-l)(6-l) (a-2)(6-2) / 

Die Reihe bricht ab, wenn a + 1, oder auch wenn b + 1 eine positive ganze 
Zahl ist. 

Durch dieselbe Rechnung gelangt man zu noch andern nach steigenden 
Potenzen von y geordneten Reihen. Denn es lassen sich einige der bestimmten 
Integrale 

18* 
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I 
durch Einführen einer neuen Veränderlichen i/» an die Stelle von p, so umwandelo, 
dass die neue Form wieder die Grenzwerthe i/| = 1 und u, e= qo annimmt^ wäh- 
rend sie sich im Uebrigen nur durch die Exponenten von der ursprünglichen 
unterscheidet. 

Zum Behuf dieser Transformation bedienen wir uns vorerst des Ansdrucks 

1 — y , 1 — ü 

p-.l=:j3j oder 1/-!=:^— j, 

und erhalten dadurch die neue Form 

oder, wenn man die gemeinsamen Factoren ausscheidet: 

z = (t,-l)'^fj;'iu^l)-^K(u^ff)'-'u'.du. 
Die zwischen u und (? angenommene Abhängigkeit giebt aber, aus 

beziehlich die neuen Grenzwerthe 

u=aD, M = >', u=l^ £/=:0. 

So entsteht, wenn man die Grenzen c' = 1 und c? = od , also dasselbe bestimmte 
Integral beibehält, welches auch die erste Reihe gegeben hat, die neue Form 

z=:(y-l)-"^./1:i/-l)-*-*(i/-.y)^.i/'£fa {c<b\ b<Oy 

Daraus geht eine zweite steigende Reihe hervor. Diese lässt sich schneller ausr 
der ersten ableiten, wenn man die beiden Formen des bestimmten Integrals 
mit einander vergleicht. Die ursprüngliche Form geht nämlich in die neue über, 
wenn man dort a mit c — a^ b mit c ^ b vertauscht» und wenn man ausserdem 
mit (y — ly*"*^^ multiplicirt. Die verlangte Reihe ist demnach : 

,_r„ ^^..^^ (c-a)(c--&) .y (c-a)(c-6) (c-a~l)(c-6-l) y« \ 

* — ^y-i; «v* c I"*" c-i 1.2 ♦•/• 

Sie bricht ab, wenn c — a + 1, oder wenn f — b + \ eine positive ganze Zahl ist. 
Um eine JriV^e Reibe, geordnet nach steigendenVolemtnyon y, zu finden» 
transformire man mittels der Beziehung 

p = - oder u = -- 
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Man gelangt dadurcb zu der neuen Form 

'=/,"(s-irer'ß-»)-'^". 

oder, wenn man die gemeinsamen Factoren ausscheidet, zu 

Jene Beziehung zwischen u und c giebl aber, aus 

beziehlich die neuen Grenzwerthe 

u^=iy , 1/ = OD , 1/ = , a=:l. 

Desshalb findet sich, wenn man die Grenzwerthe i^ = und q ^=^ y beibehält, die 
neue Form 

z = y^^j\u^yT^\u^\{,u^V)ada (c+l>a , a + l>0). 

Die Reihe selbst aber lässt sich aus der ersten, durch Vergleichung der entspre- 
chenden bestimmten Integrale ableiten. Man erhält das vorliegende bestimmte 
Integral aus dem ersten, wenn man in diesem c gegen ~ c — 2, sodann h gegen 
a-^c-^l und a gegen Ä— c— 1 vertauscht, und wenn man endlich noch den 
Factor y"^^ hinzufügt. Die verlangte Reihe ist demnach : 

z^y^'{i+ ^^:^ i+ j^::^ ^:^ i-aj, 

Sie bricht ab, wenn c — a^ oder wenn c— b eine negative ganze Zahl ist. 

Eine vierte steigende Reihe endlich ergiebt sich durch die Transfor- 
ination 

y(y-i) , y(y-i) 

^-y= n^y o^er u-y = -^^:^. 
IKe Elimination von v liefert die neue Form 

oder, wenn man die gemeinsamen Factoren ausscheidet, die Form 
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Die zwischen u und c angenommene Abhängigkeit, berechnet aas 

p = 1 , p = , p=QO , ^ = y» 

giebt beziehlich die neuen Grenzwerlhe 

1/ = 9 {/ = 1 , u^=y 9 i/=QO. 

Bedient man sich also der Grenzen p = und c' = ^, foigh'cb desselben bestimm* 
ten Integrals, aus welchem schon die dritte Reihe abgeleitet wurde^ so erhält man: 

z = y^'\y^rr^/i*u'^\ (u-\Y^.(u-yy^\du (c+ 1 >a , o+I >0). 

Die Reihen -Entwicklung geht aus der ersten VitAit hervor, wenn man 
dort vorerst c mit — c — 2, sodann b mit — a — 1 und a mit — Ä— 1 vertauscht^ 
und ausserdem noch den Factor y*"^* {y — \y*f^ hinzufügt. Denn die nämli- 
chen Vertauschungen führen auch die entsprechenden bestimmten Integrale in 
einander über. Es ergiebt sich: 

^—y yy i; . v,a+ ^^2 1^ c+2 c+8 ix^r 

und diese Reihe bricht ab 9 wenn a^ oder wenn b eine negatice ganze Zahl ist. 

Wenn eine der Bedingungen 9 unter welchen das erste der beiden be^ 
stimmten Integrale Poteniialfanction ist, mit einer von denjenigen zusammen- 
trifft, welche das zweite bestimmte Integral in eine solche Function verwandeln, 
so nimmt offenbar auch das allgemeine Integral die Potentialform an. 

Es kann übrigens auch geschehen , dass eines der bestimmten Integrale 
allein schon zwei besondre Integrale giebt. Dies ist dann der Fall» wenn die 
Goefficienten der entsprechenden Reihe, von einer gewissen Stelle an, den Factor 

Q aufnehmen. Der Factor g vertritt dann die Stelle einer (willkürlichen Bestän» 

digen, und die Reihe, deren Glieder zum Theil mit dieser willkürlichen. Bestän- 
^digen als Factor verbunden sind, giebt gleichzeitig die beiden besondern Integrale. 
Diese beiden besondern Integrale haben aber jedesmal die Eigenthümlicbkeit^ 
dass sie sich durch Potentialfnnctionen in geschlossener Form ausdrücken lassen. 
Die beiden vorher entwickelten Reihen des erstem bestimmten Integrals schlies- 

sen gleichzeitig den Factor ^ ein, wenn o + 1 , und zugleich c — a -♦- 1 , oder 

auch wenn 6+1 und zugleich c — b 4- 1. eine positive ganze Zahl ist, weil dann 
jedesmal auch c + 1 eine solche Zahl ist. In solchem Falle setze man in diesen 
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beiden Reiben-Entwicklungen den unbestimmten Factor g =. ; dadurcb gelangt 

man zu den beiden erwähnten besondern Integralen. Eben so tritt der unbe* 

stimmte Factor q gleichzeitig in jenen beiden Reihen-Entwicklnueen des zweiten 

bestimmten Integrals auf^ wenna, und zugleich c — a, oder auch wenn 6, und zu- 
gleich c — b^ eine negative ganze Zahl ist^ weil dann jedesmal auch c + 1 eine 
solche Zahl ist. Die beiden besondem Integrale gehen dann aus diesen Reihen 

wieder als Potentialfunctionen hervor, wenn man den Factor g gleich Null setzt. 

Es erfolgt daraus eine zweite Bedingung» unter welcher auch das allgemeine In- 
tegral der vorliegenden Differentialgleichung als Potentialfunction auftritt. 

Es lassen sich aber die beiden besondern Integrale noch auf andre Weise 
in Reihen entwickeln , deren Glieder nach Potenzen einer irrationalen Function 
von y sich ordnen lassen. Diese Reihen haben ausserdem das Eigenthümliche^ 
dass sie beide gleichzeitig mit einem bestimmten Gliede abbrechen» wenn die Be- 
ständigen a, b und c der Differentialgleichung zwei gewisse Bedingungen erfül- 
len; während doch keine von beiden abbricht, wenn nur eine dieser beiden Be- 
dingungen erfüllt wird. Der Fall tritt ein, wenn in irgend einer der obigen vier 
Formen des besondern Integrals, der eine Eiponent, zu jedem der beiden andern 
Exponenten addirt^ dieselbe Summe |/giebty und wenn / irgend eine positive 
oder negative ungerade Zahl ist. Da aber überhaupt nur die vier Eiponenten 
h — c — 1, c — fljfl^ — b — 1 vorkommen, so gelangt man nach der genannten 
Regel zu folgenden sechs Systemen von Bedingungsgleichungen : 

c-«-l=a-Ä = Ji , c+1 =^(a-Ä)=5if, 

a-t-Ä— c: = c+l = Ji , a + Ä — £: = — (c + l) = Ji. 

So lässt sich also zugleich eine dritte Bedingung aussprechen, unter welcher auch 
das allgemein^ Integral der vorliegenden Differentialgleichung als Poteniialfunc^ 
iion auftritt. 

Um die 9 solchen Fällen entsprechenden Potentialfunctionen zu finden^ 
nehmen wir Zuflucht zu weitern Transformationen jener bestimmten Integrale. 
W^enn man den vor dem Integralzeichen stehenden Factor ausser Acht lässt, so 
begegnet man noch drei verschiednen Formen, je nachdem nämlich die beiden 
gleichen Exponenien auf die drei Factoren des bestimmten Integrals vertheitt sind. 
Die erste Form kann durch 
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dargestellt werden ; wo m irgend ein Zahlenwerth , n aber eine positive oder ne- 
gative ganze Zahl ist. Die zweite Form 

wo m und n dieselbe Bedeutung haben wie vorhin, lässt sich leicht auf die erste 
zurückführen. Man setze deshalb p = 1 — (1 — y)u, welches 

z = (y-l)'-"/.V-«)-«(«-T^)~^.'^" (m + J>0) 

giebt. Man stelle demnach, wenn die der ersten Form entsprechende Potential* 
function bekannt ist, diese Potential Function für die zweite Form auf, indem 

man dort y mit |^ vertauscht, und dann noch mit (y — 1)""-» multiplicirt. Auch 

die dritte Form 

z = r^P'-iy^'^.iy'-ypy^dv (m+J>0) 

führt auf die erste zurück. Denn setzt man p = yu, so ei^iebt sich : 

Die entsprechende Potentialfunction wird also aus der ersten erlangt, wenn man 
y mit - vertauscht, und ausserdem den Factor y"'^ hinzufügt. Es reicht dem* 

nach hin, die jener ersten Form entsprechende Potentialfunction zu entwickeln« / 
Man berücksichtige aber, um die hiezu führenden Uetersuchungen möglichst 
abzukürzen 9 vorerst nur den Fall n =s 0, also die einfachere Form 

Man setze zunächst p — y = (v; was 

z—ß'^{w' + {2y-\)w'¥y{y-V))"'^w'^div 
giebt. Es lässt sich aber auch 

schreiben. An die Stelle von w führe man weiter die neue Veränderliche u ein» 
mittels : 
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Um a> zu elirainiren, entwickle man hieraus : 

( 2«' = M-2/ + l±f/[(u-2y + l)»-4/(y-l)] 

^ '^ \ =M-2y+l±|/j[u-2y+l+2|/(y(:y-l)][«-2r+l-2|/(y(y-l))]|. 

Dem nämlichen u entsprechen also im Allgemeinen zwei verschiedene Werthe von 
(V, Bei der Elimination von (^ muss man aber zwischen gewissen Grenzen w des 
bestimmten Integrals das posiiwe, zwischen andern das negatwe Zeichen beibe- 
halten. Denn wollte man ein bestimmtes w aus dem an die Stelle dieses a? ein- 
geführten wieder erlangen, so wäre jedesmal nur das eine Zeichen branchbar. 
Um die Grenzwerthe von w zu finden, nehme man y <!0 an. Wenn nun u einen 
der beiden Werthe 2y — 1 ±2|/[y(y — 1)] hat, so giebt die Gleichung (2.) 
nur einen einzigen Werth von w, welcher aber unter der Voraussetzung y<!0 
jedesmal reell ist. Für das erstere u = 2y — l + 2y[y(y — 1)] erhält man 
w = +VLy(y"" ')]*» für jedes i/>2y — 1 +2}/[y(y — 1)] aber ergeben sich zwei 
reelle positive Werthe von (P, deren einer > + V[y(y "-!)] ist und durch das 
/705//zV^ Zeichen, der andere < + V[y(y""l)]9 durch das negatwe Zeichen 
hervorgerufen wird. Für das andere w = 2y — 1 — 2}/[]y(y — 1)] findet sich 
iP = — VCy (y — 1)] ; für jedes u<ay — 1 — 2y[y (y — 1)] aber ergeben sich zwei 
reelle negatheyVerXhe von iv, deren einer >"- V[y (y— 1)] wieder durch das ppsi-- 
tive Zeichen, der andere <"" V[y(y"" 1)] durch das negatwe Teichen herbeigeführt 
wird. Alle andern u dagegen, welche <2y — l +2}^(y— 1)] und zugleich 
>2y— 1 — 2]^^[y(y — 1)] sind, geben kein reelles (p mehr. Nun sind unter der 
Voraussetzung y<!0 die beiden Integrationsgrenzen (v=— y und (p=l — y 
positWf und zwischen beiden liegt (v = +y[y(sf — !)]• Man zerlege aus diesem 
Grunde das bestimmte Integral in die Summe 

in deren ersteren Theil der untere, im andern der obere Werth vonci' einzuführen 
ist. Die Gleichung (2.) kann aber auch in der Form 

4«. = [}/(« -2^ + 1 + 2l/(y(>'-l)) db |/(a_23r + 1--2V0 (y- !))]'• 
geschrieben werden. Für i/>2y — 1 + 2}/[y (y — 1)] folgt daraus weiter: 
2yw = y(u-2y+l + 2y(y(iy^l)) ± l/(i/-2/ + l-2}/0'Cr-l))- 

Crelle^i Jooroal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 19 
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Setzt man aber bierin, abkürzend, 

2r+l+2)/Cy(y-l)) = [Vx+VC/-!)? = ^» 
soergiebtsich:2y + l-2K>-(y-l)) = [V>'-K(r-l)? = ^» 
und es bleibt die einfachere Gleichung 

2V«» = V(«-^)=fcV(«-x). 

Durch Differentiation folgt daraus: 

dw ^\ du j du V 

EndHch erhält man aus der Gleichung (1), statt der Grenzen 

w — —y , w = VCyCy — 1)) , cv = 1 — y 
beziehlich die neuen Grenzwerthe 

i/ = , u = X , i/ = 0, 
und dadurch das bestimmte Integral 

Wenn man in dem letztern Theile die Ordnung der Grenzen umkehrt, so findet 
sich der einfachere Ausdruck 

nachdem man noch u = x.s eingeführt bat. Es findet also die Beziehung 

/ V - r)"-*. (r -r)-"r/r = c.\}/y + % - 1)]*" . 

Statt, wo c ein von y unabhängiger Factor isl; und man erhält damit die jener 
ersten Form für den Fall n ==i entsprechende Potential function. 

Durch n maliges Differentiircn aber erhält man diese Function für irgend 
ein positives ganzzahliges /i. Denn es ergiebt sieb : 

S^ Cr' - rf"*. Cr - y)--"* = c, \}iy + V(y - 1)]J: . 
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Ein ziveäes besonderes Integral wird durch Verwechslung des Zeichens 
der einen Wurzelgrosse erlangt. Denn die so entstandene Function von y muss, 
eben wie die ursprüngliche der Differentialgleichung, an der Stelle von z Genüge 
leisten, weil alle Coefficienten der Differentialgleichung nur rationale Glieder 
enthalten. Für ein positives ganzzahliges n erhält man demnach das allgemeine 
Integral 

z = cjVy + (V7 - 1)]*: + ^a[Vy - V(r - Dj;: • 

Der Fall eines negativen ganzzahligen n bedarf keiner weitern Beachtung. Denn 
wenn n eine negatice ganze Zahl ist 9 so findet sich unter den drei übrigen der 
obigen vier Formen jedesmal ein anderes bestimmtes Integral 

WO 71 eine )905/VzW ganze Zahl ist. Von den vier Exponenten A—c—l, c— 0, a, '-h^c 
kommen nämlich jedesmal irgend zwei gleichzeitig in zweien der vier Formen 
vor; und zwar in Verbindung beziehlich mit jedem der beiden übrigen Exponen*- 
ten. Der vierte Exponent aber ist jedesmal die negative Summe der drei übrigen, 
vermindert um die Zahl 2. Wenn nun jene beiden ersten Exponenten einander 
gleich und durch m — \ ausgedrückt sind, während der eine der beiden übrigen 
durch '-m'-n bezeichnet wird, so ist der vierte nothwendig — m + Ti— 1. Wenn 
aber 72 eine negative ganze Zahl ist, so ist in der That — n + 1 eine positive 
ganze Zahl. 

/^. Allgemeines Integral der Gleichung 

Das allgemeine Integral irgend einer partiellen Differentialgleichung za^ei- 
ter Ordnung mit Jm Veränderlichen z> y, ac, schliesst z^^^/ willkürliche Functionen 
einer veränderlichen Grösse ein. Ueber die Art des Vorkommens dieser beiden 
willkürlichen Functionen lässt sich aber im Allgemeinen nichts feststellen. 

Die eigentliche Schwierigkeit bei der Integration einer solchen Differential- 
gleichung besteht darin, dass sich dieselbe im Allgemeinen nicht auf eine Differen- 
tialgleichung ^r5/£rr Ordnung mit einer willkürlichen Function zurückführen lässt; 
woraus dann durch eine zweite Integration das allgemeine Integral mit seinen zopei 
willkürlichen Functionen hervorginge« Man ist also darauf beschränkt, von ge- 
wissen Voraussetzungen in Bezug auf die Natur und das Vorkommen der willkür- 

19» 
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liehen Functionen des allgemeinen Integrals auszugehen. Solche Voraussetzungen 
führen aber immer nur bedingungsweise zum Ziel. 

Nur für einzelne Differentialgleichungen zweiter Ordnung gelingt der 
Uebergang über ein erstes Integral zum allgemeinen Integral. Das erste Integral 
kann in einem solchen Falle jedesmal in der Form ß = 9(a) dargestellt werden, 
wo ß und a bestimmte Functionen von z^ y * ^ und den Differentlalquotienten 

-7^ und T- sind, 9 aber eine willkürliche Function ist. Nun lässt sich allerdings 

im Allgemeinen wieder nicht angeben, wie die zweite willkürliche Function, welche 
durch die Integration der Differentialgleichung erster Ordnung ß = g)(a) einge- 
führt wird, in dem zweiten Integrale auftrete; allein die Bestimmung dieses zcp^i- 
ten Integrals hat dann insofern keine weitere Schwierigkeit, als sich hier immer 
ein Verfahren einschlagen lässt, welches in jedem einzelnen Falle über jene Frage 
entscheidet. Der Uebergang über ein erstes Integral wird demnach jedesmal, 
wenn derselbe möglich ist, mit Vortheil benutzt, um zur Kenntniss des allgemei- 
nen Integrals zu gelangen. 

Es kann übrigens auch geschehen, dass eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung die Figenschaft, ein erstes Integral zu haben, dadurch annimmt, dass 
man gewissen unbestimmten Grössen dieser Gleichung besondere Werthe giebt, 
also auf einen besondern Fall dieser Differentialgleichung eingeht. Man ist 
aber zu dem Schlüsse berechtigt, dass dann auch das allgemeine Integral der ur- 
sprünglichen Differentialgleichung, welcher die erwähnte Eigenschaft fehlt, durch 
dieselben besondern Annahmen in das allgemeine Integral jener besonderen Diffe- 
rentialgleichung hinübergeführt wird. Es hat demnach keinen Zweifel, dass der 
Uebergang über das erste Integral bei der Integration gewisser Differentialglei- 
chungen auch ganz besonders geeignet ist, über die Natur und das Vorkommen 
der beiden willkürlichen Functionen im allgemeinen Integral anderer Differential- 
gleichungen Licht zu verbreiten ; was selbst kein erstes Integral leistet. 

Die allgemeinste lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit drei 
Veränderlichen hat die Form 

WO X, V Z^ irgend Functionen von y und x bezeichnen. Ehe wir irgend 

einen Versuch anstellen, diese Gleichung zu integriren, wenden wir auf dieselbe 
eine Transformation an, welche auf zwei einfachere Gleichungen führt, von denen 
jede einen eigenthümlichen Gang der Rechnung erfordert. Wir führen statt y 
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und X zwei andere Veränderliche % und X| ein, welche als Functionen der ersleren 
angenommen werden. Die Forderung, dass die Veränderh'che z als Function von 
ji und Xi sich zeige , giebt ohne Anstand die neue Gleichung in der Form 

x(— (^\^ 2 ^* ^ ^^^ /'^Va.ii ^^f[i <^y» \ 
oy/^^^'.^*,« ^* Y<^^i,<^yi <fai <<y \ , <^* rfyi <<yi ^^ <^^i <fa^ , <^yi \ 

V^iorf cb; <ly cfiP|<fy \dx' dy dy' dx ) dy] dx' dy dx^* dxdy dy^ * dxdy) 

^y(— ^^'V t 2 ^* ^ ^^^ t^X^^ d^x dz d»y,\ 
'^ \dx]\dyj '^ dx.dy,' dy' dy'^dy\\dy)'^dx,'dy^^dy, dy> / 

^ /d» ^ . ^ rfyA 

■^ ^\dx, dx'^dy^'dx) 
Wenn man aber nach Differentialquotienten von z ordnet , so erhält man: 

Zur Bestimmung von Xj und ^i wenden >yir die beiden Gleichungen 

an, und erhalten, weil ^ = ""^ • Sy ~ ~'cbe'dv ^^^* ^'® beiden Functionen oti 
und 7i durch Integration der beiden Gleichungen 

Die Elimination von x und y verwandelt aber die ursprünglich siebengliederige 
Gleichung in eine fünfgh'ederige von der Form 
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wo X, y, Zund Zi bestimmte Functionen von y^ und X| sind. Für den Fall 
/^^ — JIT r = erhält man auf dem vorgeschriebenen Wege nur eine einzige 

Function Xi, und die Coefficienten ^— ^ und ^— , können durch Einführen zweier 

neuen VeränderHchen yj und Xi nicht mehr gleichzeitig zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Da aber dann jene Function or^ die beiden Gleichungen 

befriedigt, so fallen durch Eh'mination von x mittels otj, gleichzeitig die Coefficien- 
ten von ^-2 und ^^ . weg, und es bleibt jedesmal eine Gleichung 

übrig, wie auch immer die andere Function y^ angenommen werden mag. 

' Um die Gleichung (a), in welcher die unabhängigen Veränderlichen wieder 
mit y und X bezeichnet werden sollen, auf ein erstes Integral zurückzuführen, 
vertausche man die abhfingige Verändirliche z gegen eine andere u^ indem man 
z = Z2U einführt, wo z, eine unbestimmte Function von y und x ist. Die Dif- 
ferentialgleichung geht dadurch in 

<Pu ds^ du dz^ du d^ / du d%^ \ / dud%^ \ 

'^d^y'^d^'Tx'^^Ty^d^,'''^^V^^ 

über, oder, wenn man nach Differentialquotienten von u ordnet, in: 

Zur Bestimmung der Function z, bediene man sich einer der beiden Gleichungen 
^ + X2a==0 (a.) und §+^^, = 0. («0. 

Ein erstes Integral findet aber immer nur dann Statt, wenn durch Einführen des 
so berechneten z^ zugleich der Coefficient von u verschwindet. Indem man z, 
das einemal aus {a^, das andremal aus {a^ und der Gleichung 



dxdy dx dy 
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elimijpict) gelangt man zu den beiden Ausdrücken 

+ Xr=zZ und ^+X¥-Z. 



dX ^^^^ „ ^ dY 
dx 



Dies sind die beiden Bedingungsgleichungen » von denen also wenigstens die einis 
bestehen muss , damit die Gleichung (a) ein erstes Integral habe. 

Wenn die erste Bedingungsgleichung erfüllt if^ird, setze man z^ = e"^^^^ ^ 
nach {a^^ und es bleibt die einfachere Gleichung 



^Ä^-»-(^-*-^^)*^='^»- 



Man führe abkürzend die Bezeichnung 

1 



= 2,.*/^ 



«1 



ein; dann erhält man, nach bekannten Regeln, das verlangte erste Integral der 
Gleichung (a) in der Form 



du _ Cz[dz 



wo (piy) eine willkürh'che Function von y und jeder andern von x unabhängigen 
Grösse ist. Die Integration nach y giebt aber das zweite Integral 

oder, wenn man statt u die ursprüngliche Veränderliche zurück einführt: 

wo <p(x) eine willkürliche Function von x und jeder andern von y unabhängigen 
Grosse ist. 

Wenn die andre Bedingnngsgleichung erfüllt wird, setze man Zjiss^"-^^'^^ 
nach (a,); was die einfachere Gleichung 

giebt. Man gelangt dann auf ähnliche Weise zu dem zweiten Integrale 
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wo g) und i|;, wie vorhin, willkürliche Functionen sind, wo aber --s=2,e^^ ein- 
zuführen ist. 

Die Gleichung (b) führt nur dann auf ein erstes Integral, wenn der Coef- 
ficient X verschwindet. Akdann bleibt die Gleichung 

mit nur zwei Veränderlichen z und y^ für welche früher das allgemeine Integral 

z = Zq + Zi(p(ac) + Z2'^(a:) 

aufgestellt wurde, wo z, Zi und 22 bestimmte Functionen von y und x^ 9 und t|» 
aber cvillkürliche Functionen sind. 

d}% dz 7 dz 

1. Die Gleichung ^-«^-*^ + aÄz = 

erfüllt gleichzeitig jene beiden Bedingungen. Man gelangt deshalb auf zweierlei 
Art zu einem ersten Integrale. Auf dem letztem Wege findet man z, = ^** und 

— = e**""*^, und dadurch das allgemeine Integral in der Form 

z = e^.fe-^'^^(p(x)dx+e^*.'x\){y). 
Es lässt sich aber^ weil 9(rr) eine willkürliche Function von a: ist, abkürzend 

e^ ./e-^'q>ix)da: = ^(^x) 
setzen, und man gelangt dadurch zu der einfacheren Form 

z = e'^.(p(x)+e'^.^{yy 

rt T^« ^1 • 1 d^z a dz b dz abz . 

2. Die Gleichung ^---^-.-^ + ^ = 

1 -- 

erfüllt nur die erste Bedingung. Wir setzen deshalb2;2=y", und dann — =e ^ •y^. 

Das allgemeine Integral zeigt sich dann in der Form 

z = y'^^Je^ -y^yCr)^/ + y''W'(^)• 
Q n- PI • u dh a dz b dz , (g-H)h 

3. Die Gleichung y-j ':i 3- H • = 

daxly y dw y dy y^ 

dagegen erfüllt nur die letzte Bedingung. Man setze deshalb z^ = ^'^ und dana 

1 ^ . . 

— = e •^ . y~". Dies giebt für das allgemeine Integral: 
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--..rf*« ads iÄ (a-l-l)i» -. 
4. Es sei noch 3—3 -3 '3- + "7 ^ =0. 

Diese Gleichung erfüllt wieder nnr die letzte Bedingung. Man setze deshalb 
«a = (x+jr)\ und dann -- = (a: + y)*~". Solches giebt das allgemeine Integral 

Wenn aber die Gleichung 

kein erstes Integral hat, und man also genothigt ist, sogleich auf das endliche 
Verhalten zurückzugeben , so tilge man vor Allem deren letztes Glied Z^ Dies 
lässt sich dadurch erlangen, dass man z = Zo + Zi setzt, wo Z| die neue unab^^ 
hängig Veränderliche, Zq aber eine bestimmte Function von y und a: ist. Denn 
wenn man dieses Zo aus 

hervorgehen lasst, so bleibt in der That die einfachere Gleichung 

Nachdem das letzte Glied Zi weggeschafft ist, unterscheide man wieder die ein- 
facheren Differentialgleichungen (a und b). 
Als zweites Integral der Gleichung 

wurde vorhin bei dem Uebergang über ein erstes Integral ein zweigliedriger Aus- 
druck gefunden, dessen eines Glied die willkürliche Function 9(x), das andre 

dX 

die willkürliche Function '^{y) einschliesst. Unter der Bedingung '^ + Xy=^Z 

dY 
zeigt sich <p (x) vom Integralzeichen frei ; unter der Bedingung -j- + XY = Z 

tritt a|;(y-) ohne Integralzeichen auf. Liess sich gleich das allgemeine Integral 
vorhin nur unter der Voraussetzung einer dieser beiden Bedingungen entwickeln^ 
Crelle'i Joanial f. d. M. Bd. LI. Hefl 2. 20 
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so Hegt doch die Vermutbung nahe, dass auch das allgemeine Integral derjenigen 
Gleichungen (a), denen kein erstes Integral zukommt, aus zwei Gliedern bestehen 
werde^ welche beziehlich die beiden willkürlichen Functionen 9(0;) und '^^(y) 
aufnehmen ; aber dass jede dieser beiden Functionen unter dem Integralzeichen 
auftrete. Aus dieser Annahme folgt zunächst, dass jedes der beiden Glieder 
des allgemeinen Integrals nur ein bestimmtes Integral sein kann. Denn ein un- 
bestimmtes Integral zieht jedesmal eine willkürliche Beständige, oder eine willkür- 
liche Function solcher Grössen nach sich, welche von der Veränderlichen des 
unbestimmten Integrals unabhängig sind. Deshalb würde das unbestimmte Inte- 
gral Z2./Ui(p(x)dcc, worin z, und Ui irgend welche Functionen von y und cc sind, 
jedenfalls das Glied ^«^iCyX ^^^ andre unbestimmte Integral Z2.yuiil)(y)dy je- 
denfalls das Glied Z2 . i|;j (ip) nach sich ziehen. Gerade diese Glieder 2;2-9i(y) 
und z^^'^iCa:') sind aber nach der obigen Amiabme von dem allgemeinen Integral 
ausgeschlossen. Die vorbin angestellte Betrachtung führt demnach zu der Inte- 
gralform ^ 

wo Zi und Z2 bestimmte Functionen der Veränderlichen y und x und einer be- 
ständigen Grosse a, und die Grenzwertbe Oi und 02 willkürliche Beständige, oder 
von y und rr unabhängige Grössen sind, während der Grenzwerth aj irgend eine 
Function von x^ und der Grenzwerth o, irgend eine Function von y ist. 

Für die besondre Beschaffenheit der Function Zi ist es einleuchtend, dass 
man durch Absondern eines Factors u , welcher nur y und x einschliesst und 

deshalb in dem bestimmten Integrale /^ '2|.g)(a)(fa vor das Integralzeichen ge- 
setzt werden könnte, unter diesem Integralzeichen die Veränderliche y niemals 
zum Verschwinden bringen kann. Denn könnte Dies geschehen , also jenes be- 
stimmte Integral auch in der Form m.^ jza. 9 (a) Ja geschrieben werden, wo 
Z3 eine blosse Function von x und a ist, so wurde, weil auch der Grenzwerth 
tti vony unabhängig angenommen wird, durch / '^3.9(0) Ja offenbar nur eine 

willkürliche Function von x angedeutet, und der eine Tbeil des allgemeinen In- 
tegrals wäre u.(p{xy Dieses Glied u, <p(x) zeigt sich aber nur dann in dem oi/- 
gemeinen Integrale, wenn die Differentialgleichung ein erstes Integral hat. Auf 
gleiche Weise lässt sich auf eine derartige Beschaffenheit der Function Z2 in dem 

andern Theile A ^.a|^(a)c/a des allgemeinen Integrals schliessen, dass nämlich 

durch Abscheiden eines Factors, welcher vona frei ist und deshalb vor das Integral- 
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zeichen gesetzt werden Jconnte, die Veränderlicbe x unter diesem Integralzetchen 
niemals verschwindet. 

Wegen der beiden willkürlichen Functionen 9 und \|; muss übrigens 
eben sowohl der eine als der andre Theil jener Integralform für sich die Differen- 
tialgleichung befriedigen. Bei der Bestimmung der Functionen Zi und z^ , und 
der veränderlichen Grenzwerthe a^ und a,, nehme man deshalb zunächst nur Rück- 
sicht auf den einen Theil 

z — h,'z^tf{a)da. 

Wenn man das unbestimmte Integral yiiqp(a)i/a durch /(j^, x^ a) ausdrückt, so 
ist das bestimmte Integral gleichbedeutend mit dem Unterschiede^^y^^ai) — {y\x,a^. 
Alsdann muss also der Werth von ' 

der Differentialgleichung Genüge leisten. Dies trifft aber jedenfalls zu, wenn eben- 
sowohl z =z f(y^ X, ttj), als z ^=f{y, x, Oi) die Differentialgleichung befriedigt. 
Man erhält nun bekanntlich aus z = f(y^ x, a), wo a selbst als Function von x 
angesehen wird, durch Differentiation die beiden Formen 

^y ^y ^^ ^ ^^ da dx* 

Die Annahme z =y*2i.9)(a) Ja, bei welcher a eben diese Bedeutung hat, giebt 
demnach die Ausdrücke 

d% Idz. , V , dz |€Ä4 • X , da . . 

Durch Einführen dieser Werthe geht die Differentialgleichung in 



/(i 



über; wo also die vom Integralzeichen befreiten Glieder, statt a sowohl den einen 
als den andern Grenzwerth aufnehmen. Für den Fall des von y und x unabhän- 
gigen a =: ^x bleiben nur die unter dem Integralzeichen stehenden Glieder zurück; 
und zur Bestimmung von Z| erhält man die Gleichung 



dxdy ^^ dx^ dy 

20» 



156 4* WeäßTy IfäegraUan van DifferetUUüglekhuHgm. 

Ein besonderes Integral z der vorliegenden Differentialgleichung, in welchem eine 
'willkürliche Beständige a Platz findet, vertritt demnach die Stelle von i^. Wenn 
aber a eine Function von x ist, so müssen auch die, nicht unter deni Integralzeichen 
stehenden Glieder jener Gleichung berücksichtigt werden. Zur Bestimmung des 
veränderlichen Grenzwerths a| ergiebt sich desshalb die Gleiehung 

und an das vorher gefundene Zi wird die weitere Forderung gestellt, dass ein von 
a: abhängiges a die Gleichung (%) befriedige. 

Auf ähnliche Weise gelangt man zu dem andern Theile z =y **Zti|)(a)cfo& 
des allgemeinen Integrals. Die Function Zj ist hier wieder ein besonderes Inte« 
gral der Differentialgleichung, welches zugleich eine willkürliche Best&ndige a 
aufnimmt. An dies zweite besondere Integral z:=' z^ aber ist die weitere Forderung 
gestellt, dass ein von y abhängiges a die Gleichung 

befriedige. Dies a liefert dann den veränderlichen Grenzwerth a,. 
Oben wurde erwähnt, dass der Gleichung 

(*•) ^«+^^+^^+^^ = 

für den Fall X ^ das endliche Verhalten 

z = Zi.€p(a:;)+Z2.'H>(üc) 

entspreche, wo Zi und z^ bestimmte Functionen von y und o;, 9 und i|) aber 
willkürliche Functionen sind. Auch hier von diesem Falle, in welchem ein erstes 
Integral Statt findet, ausgehend, und auf das allgemeine Integral einer Differential- 
gleichung schliesseud, welcher kein erstes Integral zukommt, findet sich gleicher 
Grund wie oben , das allgemeine Integral in der Form 

darzustellen, wo Z| und z^ bestimmte Functionen von y^ x und einer Beständigeo 
a, und die Grenzwerthe aj und 1X2 willkürliche Beständige, die beiden andern Grenir 
werthe a| und o, aber Functionen von x sind. 

Um zunächst die Function Zi und den veränderlichen Grenzwerth 04 zu 
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finden, setze n?an das unbestimmte Integral z =^J^ZiXf{a)daj wo a als Function 
Ton X betrachtet wird, in die Differentialgleichung. Man setze also: 

und führe die Differentialgleichung dadurch in 

über. Diese Gleichung muss durch jeden der beiden Grenzwerthe a = a| und 
a = a| befriedigt werden, damit das bestimmte Integral z =^J„ * tf{a)da der Dif- 
ferentialgleichung genüge. Für a = ^i bleiben nur die unter dem Integralzeichen 
stehenden Glieder , und zur Bestimmung von Zi erhält man: 

Die Function Zi ist also auch hier durch ein besonderes Integral der Differential- 
gleichung ausgedrückt, welches zugleich eine willkürliche Beständige a aufnimmt* 
Wenn abera als Function von pc angesehen wird, soergiebt sich noch die weitere 
Gleichung 

iß.) Xz, = 0. 

Das vorhin gefundene Z| muss also auch diese zweite Gleichung befriedigen, so- 
bald maif an die Stelle von a irgend eine Function von x setzt Dies a stellt 
dann den veränderlichen Grenzwerth a^ vor. 

Dieselben Anforderungen werden an ein zweites besonderes Integral z = z, 
gestellt, damit derTheil des allgemeinen Integrals in derFormz=/ ''^Za*a|;(a)Ja 

sich darstellen lasse. 

Sobald die Coefficienten X^ Y und Z der Gleichungen {ä) und (b) be- 
stimmte Functionen von y und x sind^ ist unsre nächste Absicht, diese Gleichun- 
gen noch weiter zu vereinfachen. Wir wenden uns deshalb vorerst wieder zu 
der Transformation derjenigen Differentialgleichungen, welche auf die angege- 
bene Weise integrirt werden sollen. 
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Vli Transformation der Gleichungen 
d^% iP% d^z 1 dz j dz 



d*z . d^z 



d^z . dH ^ 1 /l^^^l ^«\ . cz ^ 

* tfjrdy * dy^ ex -f- «ly \ dx dyß (ßw + «ly)' 



' Oben wurde gezeigt, wie sich die allgemeine Differentialgleichung 

durch Vertauschen der unabhängig Veränderlichen y und x gegen zwei andre 
yi und Xi so umwandeln lasse, dass aus der neuen Gleichung jedesmal zwei Dif* 
ferentialquotienten zweiter Ordnung verschwinden* 
1. In die einfachere Gleichung 

wo a, b c irgend Beständige sind, Z aber von Differentialquotienten zweiter Ord- 
nung frei ist, führe man an die Stelle von y und x die neuen Veränderlichen 
Y^=ix + ny und Xi = a;+my eia, wo m und n noch unbekannte Beständige 
sind. Man erhält dadurch die neue Gleichung 

/ ^dH ^ €Pz j d*Ä\ 

oder, wenn man nach Differentialquotienten von z ordnet, die Gleichung 

d^z d^z 

(a + Am + cm^) ^j + [2a + Ä(m + n) + 2cm/i]^^ 

d^z 

+ (a + ÄTl + ^^^)dy{ — ^»• 

Diese Gleichung verwandelt sich, wenn statt m und n die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung a + bm + cn^^=sO eingeführt werden, in die einfa- 
chere: 

4flc-y d^z - 

c 'dx.dy^ — '^i* 

Wenn 4ac — b^ = ist, so lassen sich auf diese Wei^e nicht mehr zwei neue 
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Yeräoderlicbe yi und a^i erzielen ^ weil dann aus der quadratischen Gleichung 
a + bm + cm* = nur ein einziger Werlh m hervorgeht. Man schreibe dann 
die Gleichung (1) in der Gestalt 

und führe statt x die neue Veränderliche or^ = o? + my ein. Da dann z als 
Function von y und x^ angenommen wird, so ergiebt sich die neue Gleichung 

oder, wenn man nach Differentialquotienten von z ordnet : 

(a« + 2am + m')^j + 2Ca + m)^^ + ^. = Z,; 
was für 771 = — a in die einfachere Gleichung 

übergeht. In dieser Gleichung wird immer nur der eine Differentialquotient 
zweiter Ordnung -r-i vorkommen ^ welche Function von y und x man auch als 

neue Ver&nderliche y^ statt / ferner einführen mag* 

Weitere Vereinfachungen werden durch Vertauschen ' der abhängigen 
Veränderlichen x gegen eine neue u.'^y herbeigeführt, wo u eine bestimmte Func- 
tion von y und x ist. Setzt man z = uz^ in die Gleichung 



so geht dieselbe in 

über, oder, wenn man nach Differentialquotienten von Zi ordnet, und zugleich 
mit u theilt^ in: 
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Erlässt sich demnach in der neuen Gleichung durch diese Vertauschung jedesmal 
eine der Grossen -— , -j- und Zi zum Verschwinden bringen ; und unter der Bc* 

dingung j" = ^ g®J>"g* ®* auch, gleichzeitig die beiden Grossen ^ und ^ 

wegzuschaffen. 

Die andre Gleichung 

wird durch dieselbe Vertauschung z = uz^ in 

verwandelt oder, durch Ordnen nach Differentialquotienten von z^ und durch Divi- 
sion mit u, in 

Die benutzte Transformation kann also hier zwar die Grossen -j- und Z|, niemals 

aber die Grösse ^ aus der Gleichung entfernen. 

dP% dz j dz ^ 

2- Esse. ^-«^-Ä^ + « = 0. 

Durch Einführen von z = e"'**^.z_, erhält man, weil dann u = «'"•**•' ist, 

(*•) 1^ + (»—«) ^ +(m— i) ^' + irnn ^ am — bn + c)zi = 0. 
Setzt man aber n=: a und m = b, so bleibt die einfachere Gleichung 

. d^z d% j dz 

3. Essei ^-/2^-Ä^ + cz = 0. 

Setzt man wieder z = e^*"*^ .z^^ so ergiebt sich 

Bedient man sich aber zur Bestimmung von m und n der beiden Gleichungen 
2n — Ä =1 und n* — am — Ä/i + c = 0, so erhält man 



4. Weiler j baegrathn von DifferenÜalgläehnnge». 161 

- -, . d*« ad» h d% e% 

Vor Allem setze man Xi = ex statt rr. Dies giebt 

In dieser Gleichung bringe man das letzte Glied zum Verschwinden , indem man 
z = (xi+yY.Zi setzt. Die Annahme u = (-Ti +yy verwandelt dieselbe in 

Bestimmt man aber n durch nQn — 1) — (a + -jn + - = 0, so bleibt in der 
That die einfachere Gleichung 

(c) -^!^_-£-.^ *_A^ = o 

^ '^ dxidy jTi-f-y dxi «i-f-y dy 

Für den Fall e = aber, also in der Gleichung 

d^% (i^d% b d% c« 

dxdy y dx y dy y* 

tilge man durch Einführen von z = y''.Zi das zweite Glied. Denn durch u^s^yT 
gelangt man zu der Gleichung 

/ \ <^gi ft <fei oft — c _^ 

^^•'' • dxdy y' dy y^ Zi— U. 

Man setze weiter yj = - , also ^ = — -j. t-^ , Dies giebt: 

Endlich, wenn nicht gerade b = ist, welcher Fall auf die Gleichung (a) zurück* 
führt, setze man y, = — Ayi; dann bleibt: 

5. Esse, weiter ^_j^^.^-^:^.^+^^j-j:^. = 0. 

Crelle'« Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 21 
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Man bringe hier sogleich das letzte Gh'ed zum Verschwinden, indem man 
z = (ex + yYzi setzt Die Annahme u = (ex + yY giebt: 

rR\ ^»i._ ^ <fet 2n-ft ^1 «(n-1) — (oa + 5)in-c _ 

Bestimmt man n durch 7i(/i — 1) — (ae + Ä)/i + c = , so bleibt : 

d^2i a dXi b dZi 

dy^ ex-k-y* dx^ex+y dy 

Man vertausche nun, wenn nicht schon e = ist, die Yeränderh'che y gegen die 
neue yi=^ ex+y^ setze also 

dx^ dZx dZi dZi dZj dhi^ ^%. 

dy ~ </yi ' dx *■ dx'^^dyi ' dy^ "" rfyj ^ 

dies giebt die neue Gleichung 

d^Xi a dz^ ae + b dZi 

^ yl dx ~y^ 'dy[~ * 

Man setze weiter ^3 == j/^i* Daraus folgt : 
und man erhält die Gleichung 

. 6. Es sei endHch -r- — -'^ '"•t'H — =rO. 

ajf, «aap ^ ay dr« 

Durch die Vertauschung von z mit x"zi erhält man 

djjr* xdx'^xdy 
Selzt man weiter statt y die neue Veränderliche yi = — T+y> ^^ '** 

^y "^ dyi ^ dx "^ dx^a' dyi ' rfy* "' rfy? ' 

und man gelangt zu der einfacheren Gleichung 
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Wird aber noch aci = o?' gesetzt, so kommt man, weil dann -rr = 2x*^ ist, zu- 
rück auf die Gleichung 



J^//. allgemeines Integral 
der beiden in VI. transformirien Differentialgleichungen. 

Die Integration der Gleichung 



dxds dx dy 

verlangt ein besonderes Integral z = 2|, welches zugleich die Gleichung 

(«!•) ^ ■*• ^^ = ö 

befriedigt^ sobald man an die Stelle der in dem besondern Integrale z = Zi vor- 
kommenden willkürlichen Beständigen a irgend eine Function von ^ einführt; 
und ein zweites besonderes Integral z = z^, welches der Gleichung 

M £ + ^- = 

genügt 9 nachdem die darin vorkommende willkürliche Beständige a mit irgend 
einer Function von y vertauscht worden ist« 
Um aber die Gleichung: 

d^z ^dz ^dx _ 
dy^ dx dy 

zu inlegriren, sind zwei besondere Integrale z =■ Zi und z «= z, nothig, welche beide 
die Eigenschaft haben» auch die Gleichung 

(/?). Xz = Q 

zu befriedigen^ sobald irgend eine Function von x die Stelle der in diesen beiden 
besondern Integralen Zj und zuvorkommenden willkürlichen Beständigen a einnimmt. 
Die linearen Differentialgleichungen mit drei Veränderlichen liefern zwar 
mancherlei besondere Integrale; selbst dann noch, wenn verlangt wird, dass eine 
willkürliche Beständige darin auftrete. Doch nicht jedes derselben hat zugleich 
die Eigenschaft, eine der Gleichungen (aj, o, und ß) auf die vorhin angegebene 

21» 
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Weise zu befriedigen. Auf die Bestimmung derartiger besonderer Integrale ist 
alle Schwierigkeit der Integration zurückgeführt. Für die beiden in (VI.) trans- 
formirten Differentialgleichungen gelangt man übrigens ohne weitern Anstand zu 
solchen besondern Integralen. Es gelingt nämlich jedesmal, die Differentialglei- 
chungen mit Jm Veränderlichen so umzuwandeln, dass eine derjenigen Differen- 
tialgleichungen mit nur za?^/ Veränderlichen zum Vorschein kommt, welche hier 
oben integrirt worden sind, und dass deren besondere Integrale zugleich den andern 
an dieselben gestellten Anforderungen genügen. 

1. Wir betrachten sogleich die allgemeinere Gleichung 

(Pz ^ dx 1^2b dz 
^ ^ dy^ dx y dy 

Die besondern \n\egT9\B lassen sich hier in der Form z = x"'.^! darstellen , wo 
der Exponent m eine willkürliche Beständige, z^ ^ber eine bestimmte Function 

von ji = — ist. Denn aus dieser Annahme folgt: 

dy-"^ dx^ X ' dx-'^\rdx,x'^^x)-'^ V-^id^r, +^''V' 

df—^\dx\ x^^dxyx/ — ^ \^^ dx\ ^dxj^ 
und deshalb zur Bestimmung von Z| die Gleichung 

Nun l&sst sich aber m so angeben, dass Zi = ^'^ . a?| genügt. Denn es ist alsdann 

*!*, « j ^i*: a 2itp , »(n-l) 

-^=p-^- und — =p^+— + -^j-, 

und die Gleichung geht dadurch in 

. (p + a)A7a:i -*- (2w + 1 — Ä) p + a(/i — m) + V^^ = 

über. Daraus folgt /> = — a\ und weiter, einmal n = b und m = — 1 , das 
andremal ti = und m^^b — 1. Es ergeben sich so die beiden besondem 

Integrale 

z =5 e""i.a7{.a?~* und z = e""i.a?*"'; 

I 
oder, wenn man y statt X| zurück einführt, die beiden: 
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gy» ay* 

z^ e". y^. X"*"* und z = e"* . x^\ 

Aus diesen finden sich aber leicht zwei andere, welche eine willkürliche Bestän- 
dige a enthalten. Denn die Differentialgleichung bleibt unverändert, wenn man 
darin o? mit a vertauscht. Jene beiden Functionen z genügen desshalb auch 
dann noch der Differentialgleichung, nachdem darin die Yertauschung geschehen 
ist. Die verlangten besondern Integrale sind also: 

z = e""" . y^ . (a — x^^^ und z = e«-'(a — xf^K 

Die Gleichung {ß) nimmt, je nachdem man das eine oder das andere besondere 
Integral einführt, eine der beiden Formen 

(/?.) 4fl.6«-'.y»*.(a — x)-*-* = und 4a.^«^.(a — a;)*"' = 0. 

an. Beiden wird durch a = o? — i genügt, wo i eine verschwindende Grösse ist, 
die mit a einerlei Zeichen hat; und man gelangt damit zu dem allgemeinen Integrale 

Vor der Bestimmung der beiden willkürlichen Functionen g) und '^ führt 
die bestimmte Integration nur für den Fall a = auf eine geschlossene Form. 
Es bleibt dann, wenn man z = setzt: 

z = y'^J'ia - x)-*-*g)(a) Ja+/7(a - xY'''^{a)da, 

* TL 

oder abkürzend, z = y^.yC^) 4- if^(x), als allgemeines Integral der einfacheren 

Gleichung ^+— ^•^ = 0- 

Wenn A = J ist, also für die Gleichung tjs — 4a .^ = (Ä)., behält 
man für das allgemeine Integral : 

z = y ./^"'e'^'^ia. — x) . cp(a) Ja +7^'" V-*(a — x) . ip(a) Ja. . 

Die Gleichung (£) hat die Eigenthümlichkeit, auch dann noch unverändert zu 
bleiben, wenn man y gegen y — ß vertauscht, und wenn ß eine willkürliche Be- 
ständige ist. Dieselbe Yertauschung kann desshalb auch in jedem der beiden 
besondern Integrale der Gleichung geschehen. Deren allgemeines Integral nimmt 
alsdann 9 ausser den beiden willkürlichen Functionen g) und aj^i zwei willkürliche 
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Beständige ß und ßi auf. Aber solche willkürliche Bestän4igen haben im 
allgemeinen Integrale keine weitere Verallgemeinerung zur Folge. Sie vermögen 
vielmehr immer nur die Bestimmung der beiden willkürlichen Functionen 9 und 
1^ zu verändern. 

2. Es sei nun 

Man findet hier besondre Integrale von der Form z = a?'".Z|, wo m eine 
willkürliche Beständige, und Z| eine bestimmte Function von a^i = xy ist. Denn 
aus dieser Annahme folgt: 

% = ^'-t' ^ = -(t-r+(-.-i)-&) 

und deshalb zur Bestimmung von Zj die Gleichung 

*»*^« +("» + !)• ^, ~ ''^i = ^^ 
Wegen des willkürlichen m darf man z = e*"^'! . x" setzen. Denn daraus ergiebt sich 






» 



und jene Gleichung geht in 

üben Derselben wird durch ^ = db 2)/a genügt ^ und ausserdem einmal durch 
n = und m = — \^ das andremal durch ti = — m, und m = |, So entstehen 
die besondern Integrale 






und 



oder, wenn man y statt o^i zurück einführt, die beiden: 

z = -|^^— und z = -j^ . 

Man bilde daraus, um auch die Gleichungen (a^ und o,) befriedigen zu können^ 
zwei andre: 
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z=z pj und z = y^ . 

Wenn man x mit x — a, und y mit y — a vertauscht, erleidet die Differential- 
gleichung keine Äenderung. Die letztern Formen verwandeln sich auf diese 
Weise in die beiden besondern Integrale 

cos2^^[ay(a — 0?)] , cos2V[<u r(g — y) ] 

welche, wie verlangt wird, eine willkürh'che Beständige enthalten. Die Gleichungen 
(a^ und 04) zeigen sich, wenn man beziehlich das eine und das andre besondre 
Integral einführt, in den Formen 

r 

(»1) y^ = «na (««) y^ = "• 

Aus der erstem folgt a = o;, aus der andern a = y, und das alljgenaeine Integral 
bekommt die Form 



z 



r* cos2l/[ay(«-jr)] A cos2n<fcg(«-y)] 



Beide Integrationen führen vor der Bestimmung der beiden willkürlichen Func- 
tionen 9 und i|^, nur für den Fall a = auf eine geschlossene Form. Es bleibt 
dann : 






oder abkürzend, 2 = 9 (x) + '^{y\ als allgemeines Integral der einfacheren Glei- 
3. Es sei nun 

Es wird hier der Gleichung wieder durch die Form ä = a?'".Zi genügt, 
wo m eine willkürliche Bestandige, und Z| eine bestimmte Function von Xi = a:y 
st Zur Bestimmung von Z| aber findet hier die Gleichung 

Statt, welche wegen des willkürlichen m durch Zi = e^'i . o:^ befriedigt wird. Denn 
die beiden Beziehungen 
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verwandeln diese Gleichung in 



Daraus folgen ^ = — 1 , n = und m = — a — 1 ; oder auch p =0, n=s a 
>^ und m = — a. So erhält man die beiden besondern Integrale 

z = ^■*« .a?"^""* und z = a?|".a?"*, 

oder auch, wenn y an die Stelle von a?x zurückversetzt wird, die beiden: 

z = ^"'''. x-*»-^ und z = y. 

Die erste Form giebt ein besonderes Integral mit einer willkürlichen Be- 
ständigen a, durch Vertauschen von o? mit x — a, weil durch diese Vertauschung 
die Differentialgleichung unverändert bleibt. Die Differentialgleichung erleidet 
zwar eine Aenderung, wenn y — a an die Stelle von^ tritt ; setzt man aber z = e"*^ . Zi, 
wo Zi eine Function von y, =^ — a und or ist, also: 

so bleibt die ursprungliche Form 



*"yiA;: = ö^i 



da^dyi ^ ^ dy 



Da dieser nun z^ = y? genügt, so ergiebt sich z = e"^ .y\^ und die beiden ver- 
langten besondern Integrale sind: 

» = e''^«-'>. (a - o:)— * und » = e'"'^ . (a — y)«. 

Die Gleichungen (aj und o^) zeigen sich, wenn man beziehlich das eine und das 
andre besondre Integral einführt, unter den Formen 

Die erste wird durch assa befriedigt, so lange €J<0 ist; die andre durch a = )r, 
so lange a + 1>0 ist. Man gelangt demnach zu dem allgemeinen Integrale 

• =/>""'^(a~arr-'.9(a)£/a (a<0) 

+//"^(«-r)"'4^(«)^« (fl + l>0). 
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In dem erstem Theile führt die bestimmte Integration noch vor der Be- 
stimmung der willkürlichen Function 9 auf eine geschlossene Form, wenn a + 1 
eine potitive ganze Zahl ist. Man entwickele dann ^^"^"^^ nach Potenzen von 
y(a — o;), weiches 

(fl<0). 
giebt. Setzt man , abkürzend : 

f^ (« - x)-^*9)(a) Ja = q)(«) (« < 0) , 

so findet auch die Beziehung 

fl{a-ocT^^{a)da = afcp(x)dx (a<0), 

1 

Statt, weil man durch beiderseitiges Differentiiren nach cc auf die vorige zurück- 
kommt. Eben so lassen sich nach und nach noch andre Beziehungen bilden, und 
sie verwandeln jene Entwicklung in 



welche Reihe in der That für ein positives ganzzahliges a + 1 abbricht. 
Der zweite Theil des allgemeinen Integrals, nämlich: 

z = e"'. fl e-'^^-^K (a ^yf. x[; («) rf« (« + l > 0) 

führt auf demselben Wege zu der Entwicklung 

welche für ein negatives ganzzahliges a abbricht. Diese Entwicklung lässt sich 
auch aus der erstem ableiten 9 wenn man x mit y, y mit •— rr, a mit — ö — 1 
vertauscht, und wenn man ausserdem mit e"*^ multiplicirt. 
Wir setzen noch die Gleichung 

(^•) dxdy x-i-ydx «-f-sr'dSy" 

Hier finden besondre Integrale in der Form z^=^x^.z Statt, wo m wieder 
eine willkürliche Beständige, Z| aber eine bestimmte Function von a:i'=- ist» 

Denn aus dieser Annahme folgt : 
Grelle'« Joarnal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 22 
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und deshalb zur Bestimmung von Z| die Gleichung 

(*x+i)(«.S~('"-i)i;)-«(-i^- '»*.)+* S; = «- 

Wegen des willkürlichen m wird derselben durch 2|=:X| genügt. Denn setzt man 

Z^x n j Iura «(n— 1) 

hinein , so geht die Gleichung in 

(/i — ö)(7i — m)H ^^ = 

über, und daraus folgt n = a, und m = a + b. Es ergiebt sich also das besondere 
Integral z = af*^ .x^ = a7*y". Die Differentialgleichung bleibt unverändert, wenn 
man x mit x =^ a, und zugleich y mit ^ + a vertaucht. Dieselben Yertauschnn- 
gen verwandeln das besondere Integral z=^ x^y*^ in ein anderes, nämlich in 

z = (a-xy(a+yy, 

welches der Anforderung gemäss eine willkürliche Beständige a enthält. 
Die Gleichungen (a| und a,) sind alsdann : 

oder auch, wenn noch der Werth von z eingeführt wird: 
(%). ^.p^ =0 und («,)• ^qp^ = 0. 

Die erstere wird durch a = x befriedigt, so lange & -f- 1 ^O, die andere durch • 
a = — y, so lange a + 1>0 ist. Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in 
der Form 

z =/'(a-'Xy(a + y)\qi(a)da (b + 1 >0) 

+J^(a + x)\a-yy.'i^(a)da (fl+l>0) 
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Die bestimmte Integration lässt sich in dem einen Tbeile jedesmal noch 
vor der Bestimmung der willkürh'chen Function in geschlossener Form ausführen» 
^enn a -H 1 oder Ä -»- 1 eine positive oder auch wenn a oder b eine negative 
ganze Zahl ist. Denn der erste Theil giebt, wenn man (a + yY = (a — x+x '^ffY 
nach fallenden Potenzen von a: + y entwickelt, die Reihe 

(Ä+1>0). 
Setzt man darin , abkürzend , 

r\a - xytf{a)da = g)(^) (^ + 1 >0), 

so erhält man durch beiderseitiges Integrireu den Ausdruck 

y]> - ^T'* 9(a)da = (Ä + 1 )/tfix)dx (Ä + 1 > 0). 

Durch fortgesetztes Integriren ergeben sich noch andere Beziehungen. Sie geben 
die Reihen -Entwicklung 

a(6 + l) (o-l)(6 + 2) 1 \ 

+ — i 2 (^^:^*'/f9W<^^ — ) » 

weichein der That abbricht, wenn a + 1 eine positive, oder b eine negative ganze 
Zahl ist. Es bildet sich daraus, durch gegenseitiges Vertauschen von x und y und 
von a und b, für den zweiten Theil des aligemeinen Integrals die Entwicklung 

. ^(a + 1) (6-l)(o+2) 



^^-J/MyW- )» 



"^ 1 2 

welche abbricht, wenn b-*-l eine positive, oder a eine negative ganze Zahl ist. 

yilJ. Transformation der Gleichungen 

tPz d*z (P* d*z d*» tPz 

« 5to«-*""' Ä^'*'''' Ä^"^°' ^' + ^* ^^ + ''» i^« 
/& « d^ j dz j» 1 

+ * dto+*» &:+*»^ + '^^ = "'""^ 

rf»x rf»2 rf»x . d*x d*z d** 



(* Ä"*"*' ^'*"*« ^) + («)+e,«+«,y)»-®* 



«t + e,ar-*- 

22» 
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1. Die Gleichung 

^ dto»"*"^ diDdx'^^ dwdy'^^ rfr«"*"/ dxdy'^S rfy» — ^' 

in welcher a, 6 g irgend Beständige sind, Zaber von Differentialquotienteo 

zweiter Ordnung frei ist, lässl bemerkenswerthe Vereinfachungen zu^ wenn man 
an die Stelle der unabhängigen Veränderlichen y, x und w die neuen yi, Xi und 
a\ einführt , welche Functionen der vorigen sein sollen* Setzt man zunächst an 
die Stelle von y und x die neuen Veränderlichen yi^= x+ qy und Xj = x ^py^ 
so lassen sich bekanntlich, wenn nicht gerade 4eg — /* = ist, die Beständigen 

p und q so angeben, dass die Glieder ti und ^ wegfallen und also eine Glei- 
chung wie 

zurückbleibt. Mit Hülfe des Gliedes . . lassen sich noch die beiden andern 

Differentialquotienten zweiter Ordnung wegschaffen ^ in welchen die Veränder- 
lichen yi und X| vorkommen, indem man an die Stelle von «? die neue Veränder- 
liche Wi = w+nxi + jiiyi setzt. Denn die Annahme, dass z eine Function von 
yi, Xi und Wi sei, verwandelt jene Gleichung zunächst in: 

d*% r / d^* d*% \ / d*% d*% 



d[^% j / d^% d^% \ / d*% fl^» \ 



JP% d^% rf*« d*« 

oder 9 wenn man nach Differentialquotianten von z ordnet, in: 

Bestimmt man aber die Grössen n und rii aus b + Ui^O und c + n = 0, so 
bleibt die einfachere Form 

Wenn nun zwar 4eg — /* = ist, aber nicht zugleich auch die beiden 
Gleichungen 4ag — c^ =: und 4ae — b'^ = Statt finden, so lässt sich auf dem- 
selben Wege immer wieder zu einer ähnlichen Form gelangen, indem man zu- 
nächst die Glieder ^ und ^ durch Einführen der neuen Veränderlichenvi = (v+qy 
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und <p, = (P + ny, oder die Glieder t^ und t^ durch Einführen der neuen 

Veränderlichen a?i = <p + pa? und (Vy = w + ncc zum Verschwinden bringt. 
Wenn aber gleichzeitig Aeg — f^ = 0, 4ag — c^ = i) und 4ae — b'^ = ist, so 
lässt sich die Gleichung (1.) auch in der Form 

«•Ä?+2./i 55^+Ä» ^.+2a 5-^+2Ä ^^+^, = Z 

schreiben. Man nehme hier statt x und cp die neuen Veränderlichen arj = o: + ^y 
und (V, = (P+ n/ an, Dies giebt die neue Gleichung 

c. d*Z ^ (PX (Px ^ 

oder auch, wenn man nach Differentialquotienten von z ordnet: 

welche Gleichung für <i + n = und b + p ssO in die einfachere 

rf*« „ 

d^z • 

übergeht. Diese Form ^=z Z nimmt immer nur den einzigen Differentialquu- 

tienten zweiter Ordnung ^ auf, wenn man an die Stelle von y irgend eine Func- 
tion von y, X und (v a|s neue Veränderliche yi einführt. Auch kann man weiter 
statt a: und w irgend zwei Functionen dieser beiden Veränderlichen einführen, 
ohne dadurch noch andre Differentiaiquotienten zweiter Ordnung zum Vorschein 
zu bringen. Diese letztere Transformation ist ausserdem geeignet, die Differen- 
tialgleichung 
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auf eine andre mit nur Jm Veränderlichen zurückzuführen, wenn der Quotient 
TV\X von Y frei ist. Denn stellt man sich z als Function von y, x und cp^. 
und iVi selbst als Function von x und (v vor, so geht die Gleichung in 

über. Bestimmt man aber die Function (t>, aus TVdx — Xdw = 0, so bleibt in 
der That: 

WO nur die dr^i Veränderlichen z, y und x sich zeigen. 

Wenn man in die Gleichung jJT" = Z statt y irgend eine Function voq 

y und w als neue Veränderliche yu und an die Stelle von x irgend eine Function 
von X und (v als neue Veränderliche Xi einführt, so erhält man jedesmal wieder 

eine Gleichung ^^-^ = ^i, in welcher Z^ von Differentialquotienten zweiter 
Ordnung frei ist. 

Aber auch in die Gleichung r-i + t-^ =; Z lassen sich noch andre Func- 
tionen von y, X und w an die Stelle dieser Veränderlichen bringen , ohne dass 
dieselbe in Bezug auf das Vorkommen der Differentialquotienten zweiter Ord- 
nung eine Aenderung erlitte. Bedient man sich der neuen Veränderlichen 

y^zn qw + q^x + y , Xi= pw-i- x -hpiy ^ (Vi = ri(v+ /iiX + Wa/^ 

so sind schon yc/Ti/^ von den vorkommenden ^/i^Ä^/i Beständigen zu der erwähnten 
Transformation ausreichend, so dass die zwei übrigen willkürlich bleiben. Denn 
die Annahme 9 dass z eine Funetion von 3^1, Xi und 0^1 sei, verwandelt jene Glei- 
chung in : 

oder, wenn nach Differentialquotienten von z geordnet wird, in: 
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Man bestimme pi und ^i aus p* + p^ss 0, und q^ + q^ss 0, welches 

giebt. Man bestimme weiter 7i| und w, aus 2/iy9— fijy9^+fi2= und ^nq+ni—n^'^=^ 0, 

nehme also (/^y — l)7ii = 2ny und (/?y — 1) /i, = 2/i/? an. Dadurch gelangt 

man zu der Gleichung 

n' d^% d*% Zi 

Man nehme endHch noch n = pq — 1 an; dann bleibt: 

rf*g iPz Zi 

zurück. Die neuen Veränderlichen aber sind alsdann : 
yj = yo;— g^x+y , a;i=pa; + a;—p^y , (Pj = 0[?y — l)<p + 2ya?+2;>/. 
Nachdem die Gleichung 

(^•) « Ä?"*"* 5^"^^ Ä^"*"* ^"^f d^-^S di* = ^ 

in Bezug auf das Vorkommen der Differentialquotienten zweiter Ordnung mög- 
lichst vereinfacht worden ist, bediene man sich weiter derjenigen Vertauschungen 
der unabhängigen Veränderlichen, welche keine Aenderung mehr in diesem Vor« 
kommen zur Folge haben^ um dadurch auct^ die in Z vorkommenden Glieder zu 
vereihfachen. Ausserdem aber lässt sich in dieser Absicht auch die abhängige 
Veränderliche z gegen eine andere Zi vertauschen. Man setze dann z = uzi^ wo 
u eine bestimmte Function von y^ x und (P ist. 

o 17 ^% ^J^z dx , dz ^ ^r A 

2. Esseinun^-^+^-a ^-Ä ^-c ^+A = 0. 

Durch z = ß"*******^.«! erhAlt man zunächst: 
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+ (jj^-^pq — an—bp — cq +f)zg = 0,. 

Bestimmt man aber die Exponenten n^ p und q aus q-^b^ p — c=0 und 
^j^pq^an — bp^ cq+f:=^ 0, so bleibt die einfachere Gleichung 

3- ^»"' ^-^ dto~* Ä-^ ^+A = ®- 
Man setz^ wieder z = ^f**"^*""*^.«!. Dies giebt zunächst: 

^-^ ^ + Cy-*)&' + (A^-^) ^ + (pq-an'-^bp^cq+/)z,^0. 
Die Exponenten /i, /? und ^ werden aus q — ä = 0, p — £r = und /?^ — an 
'^ bp — cq +/= bestimmt. Man setze ausserdem (v = — j; dann bleibt: 

dxdy ^diD "• 

Um die Yerftnderlichen j und x aus den Coefficienten dieser Gleichung 
wegzuschaffen, setze man statt y^ x und w die neuen Veränderlichen 

yi = <7(V — 9'ar + y , x^^ pcQ + x"- p^y , (v, — O^y - l)«? + 2ya; + ^y. 

Die Annahme, dass z eine Function von y^ Xi und (Pi sei) giebt 

' di „ <fe a d» rf» 

rfy— ^ äwi P dx^'*' rfy, ' 

dx~ ^du^'^ dxi~~'fd^i' 

d% . • & <fc cb 

und man gelangt zu der neuen Gleichung 

rf*« rf*» ^» 

(W + l)«C/»+g* + y) ' ' — ^ = 0. (a). 
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Lasst man aber die identische Gleichung 

(pq—l)w + 2qx + 2py = 2p (/w +gx + y) 
bestehen 9 bestimmt also p und q aus pq — 1 = 2fp und q -=. gp^ so ist 
^p(/a' + gro; + y) = <Pi9 und man gelangt zu der einfacheren Gleichung 

Man bringe deren letztes Glied zum Verschwinden, indem man z = w^Zi 
setzt. Dadurch ergiebt sich zunächst: 

J^%x €pSj 2n — q d%i ^ b dzi ^ c^ ^ n(n — 1) — an -4- e .. 

Bestimmt man aber n aus n(ji — 1) — a/i+ ^ =» 0, so bleibt: 

. . J^%x d^Zj ^a d%x b d%x c_^ d%x^ ^ ^ 

^ '^ dw^ dxxdjfx «?! dwx Wj dxx ^i dyx 

Die Goefficienten der Gleichung (4.) lassen sich nicht mehr von den Ver* 
änderlichen y und x befreien, wenn g^^p ist. Denn dann geben die oben 

benutzten Vertauschungen die Werthe ^ = — t: und q ^f* Für diese Werthe 

von p und q aber stellen die neuen Veränderlichen yi, Xi und Wi eine und dieselbe 
Function von y , x und (V dar. Man nehme dann statt y und w die neuen Ver- 
änderlichen yx^ fw — y'x + y und (V| =a — w^2fx an. Dies giebt, wenn die 
Werthe ^ = und q =»/in (a) eingeführt w^crden , die neue Gleichung 

' •'' dw^ dxxdyx tfi dw^ Vx dx yx dyx 3^1* 

Um hier den Goefficienten a zu tilgen, setze man weiter statt x und w die neuen 
Verä(iderlichen x^ « pwi +x — p^yi und cp, =» — (Vi -f- 2pyi also : 

dz^ ^g. d% ^ ^ d% d% ^ ~a^ — ^^ — 

dyx Sö^ ^i i/^i ' dx dxx ^ dwx dw^ ^ dxx ' 

Dies giebt die neue Gleichung 

^^•-^ Ad^'^ dxdyx'^ Vx '^a"" Sfi "^^i yi ' ^^i "*" y i* ** 

Bestimmt man aber /? aus a — 2cp «» , so bleibt : 

Ä d^% *. ^* _ ^ ^ ^ o 

Crelle'f Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 23 
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Um auch den Coefficienten h wegzuschaffen, setze man z « y/^i* Dies giebt: 

dhi d^z c dz bc-^e ^ 

Endlich setze man noch otj = }/ — coti und ya = v\;^7j> ""^ ^^ bleibt 

Der Goefficient « der Gleichung (4'.) kann nicht mehr zum Verschwinden ge- 
bracht werden, wenn dort c = ist. Man schaffe dann sogleich den Coefficien- 
ten b weg, indem man z = yi''zi setzt. Dies giebt: 

^^> Ar? "*" dxdy, y/ rf^i "*" y?* "" 

5. Es sei weiter 

d}z 1 { ^ k^ ^\ ^ n 

dxdif'^fw + gx+y\ cfto"*" rfj?"*" dy)'^ (Jw'^gx'^y)'^^ 

Man bringe vor Allem das letzte Glied zum Verschwinden, indem man 
z ea (fw + ffx -h yyzi sctzt. DaduFch ergiebt sich zunächst: 



d^Zi l 



('■5;+(*-»)s+(-^")S) 



dxdx fw-i-gx-hy \ dw ^ dx ^ dy 

gnjn - V j — jaf-^ hg + c)« -4- e^ ^^ 

Bestimmt man aber n aus gn{n — 1) — (a/-f- bg + c)/i +4? t=B 0, so bleibt: 

</*»! 1 V ^ Ä *i *i\ o„ 

ifj:</y ßo-jrgx-hy \ dw dx dy) 

Statt y und x setze man die neuen Veränderlichen Xi « ^^ + y und X| «sy^o? + x. 
Dadurch erhält man die Ausdrücke 

dzy d%x Äi ^2i Ai Ai Äi d%^ 

dy ~ dy^ ^ dx ~dxi ^ dw — dw'^P ^OTi"*" ^ dj^^ * 

und die Gleichung verwandelt sich in 

Die Beständigen /? und q bestimme man aus ap + b s» i) und / — gp = y = ©♦ 
Dies giebt die einfachere Gleichung 
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«M _^__^ *! ^—.^^0. 

Man setze endlich X2 es gXi und (P| == — — ; so bleibt : 

Für den Fall gf es nehmen wir die neuen Veränderh'chen yj =» — JT 

und (Vj s= - in die Gleichung (5'.) auf, und gelangen, weil dann 2~'^^^'du ^^*' 
zu der Gleichung 

Wenn aber, ausser gr =» 0, auch af -¥- c s= ist, so kann durch die Vertauschung 
von z mit (/cv-*-7)".2| das letzte Glied der Gleichung (5) nicht mehr zum Ver- 
schwinden gebracht werden. Man setze dann sogleich statt y und x die neuen Verän- 

... - ^ , hw , - €Pz a dz cz ^ 

derhchen >\ =f(v^y und x, = - - -*-x, welches ^^;^- ^- ä^"*"^ = *> 

giebt. Man setze noch 5^2 """ und (Vi = -; dann bleibt, weil alsdann ^=—--^*^ 
ist, die Gleichung 

^ ^ iPidfy^ y, dwi~ ^* 

6. Es sei endlich 

dH a d% b dz c dz et .. 
—H — 5 = 0. 



itrdy to <&7 fD da: w dy w* 

e 

Durch die Vertauschung von z mit (P^.^i erhält man 

<Pgi a dzi b ^_£ äzi ^ 

cir^y w dw^ wdx vo dy * 

Nimmt man weiter statt y und .r die neuen Veränderlichen yi = + y und 

hw 
Xi = — — + a? au, SO bleibt die einfachere Gleichung 



dx\dyi w dw 

Setzt man aber noch (Vi = — 2^9 so kommt man 9 weil dann ^ = — a^S^ ^**' 
zurück auf die Gleichung 



(*•) ^, *!;=•• 



23< 
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IX. Allgemeines Integral 
der beiden in {VIII) transformirten Differentialgleichungen. 

Wir geben dem zweiten Integrale der linearen Differentialgleichung mit 
vier Veränderlichen z, y, x und (v die Form 

1 3 

WO Z| und ^2 Functionen von y, x, (v und einer willkürlichen Beständigen a, und 
von solcher Beschaffenheit sind^ dass jedes der beiden bestimmten Integrale 

J * Zida und J z^da eine willkürliche Function zweier veränderlichen Grössen 

ausdrückt. Wir nehmen deshalb an, dass Z| eine willkürliche Function von a 
und einer veränderlichen Grösse ^i^ und z^ eine willkürliche Function von a und 
einer veränderlichen Grösse /?2 enthalte; und stellen uns die beiden Integrations- 
grenzen a^ und a^ als bestimmte Functionen von y, x und w vor, während die 
Integrationsgrenzen a^ und a^ von den Veränderlichen unabhängig sind. Unter 

diesen Annahmen drückt aber das bestimmte Integraly ' z^da eine willkürliche 

von ^1 und a, , und das bestimmte Integral /"' z^da eine willkürliche Function 
von ß^ und o, aus. 

Indessen sind die Grössen ßi und ß^^ und die veränderlichen Grenzen a| 
und a^j noch einer besondern Rücksicht unterworfen. Denn es kann kommen, 

dass das bestimmte Integraly^"' Zida^ obschon Zi eine willkürliche Function cp(/?„a) 

aufnimmt, und obschon die Integrationsgrenze a^ von den Veränderlichen abhän- 
gig ist, dennoch nicht eine willkürliche Function zweier veränderlicher Grössen 
ausdrückt. Wenn nämlich ßy in eine bestimmte Function von a und a^ über- 
geht , also /?! = 91 (a| a) ist 9 so lässt sich statt (pißu cl) offenbar auch 9>(ai,a) 

schreiben. Das bestimmte Integral /"'zj Ja drückt dann nur eine willkürliche 
Function einer veränderlichen Grösse aj aus, weil das einfachere bestimmte Inte- 
gral y''* 9) (aj, a) Ja jedenfalls auf eine Form (pCa^) führt. Man muss demnach 

zusehen, dass ßi nicht eine bestimmte Function des veränderlichen Grenzwerths 
a| und von a sei; in welchem Falle durch die Elimination einer der Veränderli* 
eben y, x und w mittels a| gleichzeitig die beiden andern Veränderlichen aus 
ßi verschwinden. Aus demselben Grunde darf ^2 nicht in eine bestimmte Func- 
tion von 02 und von a übergehen. ^ 
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Um die Grossen Z| und 2,, und die veränderlichen Grenzen aj und 02 zu 
bestimmen, beachte man vor Allem, dass jedes der beiden bestimmten Integrale 

j^^ ZiJa undy "' z^Ja für sich der Differentialgleichung genugthun muss. Damit sie 

durch das bestinmtelntegraly '''zi Ja befriedigt werde 9 soll ihr das unbestimmte 

Integral z :=iJ*Zida Genüge leisten; und zwar ebensowohl für den beständigen 
Grenzwerth assai^als für den veränderlichen a = ai. Durch Differentiation 
bilde man aus dem unbestimmten Integrale z zizj^^ida die Formen 



rf» I rf»i » da 

dy^J dy^rdy'dy'*'da\dy)'^'''dy'' 
ixdy ^ dxdy " dy 



dii da dXi da d»i da da d^a 



3i-:r: + 2i 



dx dx dy da dx dy ^ dxdx 

u. s, w. Indem man diese Werthe von ^^ ^ 7 T^ '" die vorliegende Differeptial- 

gleichung setzt, gelangt man zu den Gleichungen, aus welchen die Unbekannten 
Zi und «1 hervorgehen« 

Nimmt man a zunächst als Beständige an , so bleiben nur die unter dem 
Integralzeichen vorkommenden Glieder. Daraus folgt, dass Zi und z, besondre 
Integrale der Differentialgleichung sind. Was die in (VIII) transformirten Diffe- 
rentialgleichungen betrifft, so gelingt es jedesmal^ dieselben so umzuwandeln, 
dass eine von den linearen Differentialgleichungen mit drei\ oder auch mit nur 
Z(ve/ Veränderlichen, zum Vorschein kommt, deren allgemeines Integral im Frü- 
heren entwickelt wurde« Aus einer solchen Differentialgleichung erhält man 
dann ohne Weiteres die verlangten besondern Integrale. 

Wenn aber a als Function der Veränderlichen angenommen wird 9 so 
bleiben ausserdem die vom Integralzeichen befreiten Glieder zurück, und liefern^ 
nachdem man das vorher gefundene besondre Integral z = Zi eingeführt hat, eine 
weitere Gleichung zur Herleitung des veränderlichen Grenzwerths ai von a» Die 

vom Integralzeichen befreiten Glieder führen immer eine der Grössen 5£ » ^ » ^ 9 ^ 

und z als Factor mit sich. Da aber z eine willkürliche Function von ^1 und a 
einschliesst , so zerfällt jene Gleichung jedesmal in drei andere, deren jede ein- 
zeln befriedigt werden muss. Zunächst nämlich muss der gemeinsame Factor von 

— für sich verschwinden. Der Rest der Gleichung zerfällt in zwei andere, wenn 
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man eine der Veränderlichen y^oc und (P mittels ß = ß^ aus dem besondern 

Integrale z eliminirt, oder statt eines der Differentialquotienten v- , ^ und -p den 

neuen Quotienten ^ einführt. Denn alsdann muss auch der gemeinsame Fac- 

tor von ^ für sich verschwinden. Es sind aber, um diese Untersuchung weiter 

zu verfolgen^ zwei Formen der Differentialgleichung zu unterscheiden. Die erste 
Form 

giebt zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe a die Gleichung 

^ ^ d^ da rfx da rfx da da ( d^a , j^. da ^ da ^ da\ 

(«•^ Tidi^di'd'y^Tadi;'Ty+^Kd^y'^^'^ 

Man setze vor Allem den Factor ^ gleich Null. Der so entstehenden Gleichung 
— • — = lässt sich auf zweifache Weise genügen: einmal nämlich, indem man 

a als blosse Function von x und cv voraussetzt, das andremal, indem man a nur 

da 

dy 



die Veränderlichen y und w aufnehmen lässt. Die erste Annahme ^ =. ver- 



wandelt die Gleichung {a) in 

dcL 
die andre ^ = führt auf die einfachere Gleichung 

Nun ist aus dem Früheren bekannt, dass das allgemeine Integral der Glei* 
chung 



dxdy dw dx dy 

für den Fall TV'=: die beiden willkürlichen Functionen 9(07, w) und '^{jf% tv) 
enthält. Wenn man voraussetzt, dass auch die vorliegende allgemeine Differen- 
tialgleichung die beiden willkürlichen Functionen tp{x, w) und 'i|;(y, <p) in ihr all- 
gemeines Integral aufnehme, so ist man zu der weitern Annahme genothigt, dass 
ßi in dem einen besondern Integrale z a Z| blosse Function von x und w^ und ß^ 
in dem andern besondern Integrale 2 « 22 blosse Function von y und cq sei , dass 

ausserdem jenes erste besondere Integral für ^ »0, also in der Gleichung (ai). 
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und das andre besondere Integral für ^ « 0, also in der Gleichung (aO ange- 
wandt werden müsse. Wegen --p a verschwindet aber alsdann von selbst die 

Grosse t^ aus der ersten, und wegen --r s auch aus der andern Gleichung. 

Zur weitern Bestimmung der verändeHichen Grenzen ui und a^ bleibt deshalb 
beziehlich nur die Gleichung (ai) und die Gleichung {a^ zurück. 
Die andre Form 

liefert zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe a die Gleichung 

Ä ^ Ä ^ dx^ da 5^r/^y ^ ^"1 
dw dw dy da; d:i;'dy daWdw/ dx'^j 

(d*a d^a r^rda ^da ^,da\ ^ ,^. 

d% 
Man lasse den gemeinsamen Factor von ^ verschwinden, und setze also 

/da\^ da da ^ ,^ ^ 

Man führe sogleich statt x die neue Veränderliche ß in das besondere Integral z 
ein und verwandele dadurch die Gleichung (ß) in 

O— — *^ ^(o^ß ^ dß da^ dß du\ 
^du)* dw'^dy'dx'^^dßyrdi'dw '^ dy dx^ dx* My) 

(dPa dpa -^^.da ^da ^r<^^\ ^ ^^ x 



d% 



dx 

wo aber der gemeinsame Factor von -rb für sich verschwinden muss. 



rf*z dx 
1. Es sei nun ^^ + ^ = 0. (^). 

Man setze das besondre Integral z = e'^.z^^ wo z eine noch zubestimmende 
Function von Xi = — a(v + x und (p, a aber eine willkürliche Beständige ist. 
Aus dieser Annahme folgt: 






rf»« . dr, 



ae 



,ay. 



darrfy ~ "* <to, ' 



dZ\ 
und die Gleichung geht in die einfachere ^ = über, welche jedesmal genügen 

wird, wenn die Veränderliche w in Z| nicht vorkommt, also Zj eine willkürliche, 
Function von Xx ist. Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths a hat man, 
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da 
rff 



ausser ^ == 0, wenn man sogleich den obigen Werth z = e^^^.z^ einführt» die 



Gleichung 



(da da\ ^ ^ ^ 



Derselben wird durch — ««? + x = a:| « 0, oder auch durch a = -genügt. Denn 

durch Differentiation von — ««? + x es erhält man cv • t- ■» I undo^ ' So *" — ^ 
\Vegen der Symmetrie der Differentialgleichung in Bezug auf rr und y erhält 
man den andern Theil des allgemeinen Integrals durch gegenseitiges Vertauschen 
dieser beiden Veränderh'chen. Das allgemeine Integral ist demnach : 

X f 

z=y^^^.cp(a(P — X , a)da +/''e'".^(aw --y , a)da. 

2- Essei^ + -f -Z. (Ä.) 

Man setze das besondre Integral z ^ y^.Zi, worin Zj eine noch zu bestim- 
mende Function von y , und ^Tj «= — dw + x ist. Daraus folgt: 

dy^ y Kly'^'y^O ' dw — ~ ^^ Ixl ' dxdy ~ ^^ Kdx^dy^y^^J ^ 

und die obige Differentialgleichung geht in die einfachere 

dPzi 



über 9 für welche früher 



dxydy — ^» 



n cos2nyiß^x,)] 



gefunden wurde. Man erhält dadurch ein besonderes Integra! mit einer willkür- 
lichen Function der veränderh'ehen Grösse /3i == Xi, in Form eines bestimmten 
Integrals. Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths a findet, ausser 

^ = 0, wenn man sogleich z:=: y^ .Zi einführt, die Gleichung 

^dz. da ^ . /da da\ .^ , . 

Statt. Man setze wieder — acv + o: = o?! = 0, oder a = - . Für Xj = aber 
geht die Gleichung (aj in 

X 

iiber. Das bestimmte Integral z = f'^zda genügt also nur dann der Differential- 
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gleichung, wenn die willkürliche Function 9 in jenem besondern Integrale z vor 
der Ausführujig der bestimmten Integration von solcher Beschaffenheit angenorn- 

men wird, dass das bestimmte Integral /^sin2)/(j/?).cp(/?)a^ verschwindet. 

Ein zweites besonderes Integral erhält man in der Form z = e'^'.Zj, wo 
Zi eine blosse Function von y und w ist. Denn es ist alsdann 

dz a« ^ ^5 a» ^*i ^g ^ dXx 

dy — ^'dy ' du)~^ ' dw ' d^ ~ ^^ ' dy ' 

Man gelangt so zu der neuen Gleichung 

i dZj 6te i 

Durch Integration findet man daraus: 

y 
Zi = 6*.i|^(a(V — /y). 

Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths a findet hier, ausser t^= 0, 
wenn man sogleich z = e".Zi einführt, die Gleichung 

Statt. Aus "' X, + ^ * ^ = ö folgt aber aa? — /)^ = oder a = — . 
Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in der Form 



Ja, 






V Man setze wieder das besondre Integral z = y^»Zij wo Zj eine noch un- 
bekannte Function von y und 0:1 = — ouv +a: ist, und bringe so die Differen- 
tialgleichung auf 

Für diese Gleichung ist oben 

M=/r«'^-"H/3-*.r'9W/8 (a>0). 

Crelle't Jonrnal f. d. H. Bdl LI. Heß 2. ' 24 
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entwickelt worden. Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths a findet, ausser 

Sa. 

~ = 0, wenn man sogleich z = y^.z^ einführt, die Gleichung 

r K ,r dzi da ^ , /da ^ da\ ^ 

Statt. Man setze — aa? H-o; = ^i = 0, oder a = -; dann bleibt: 

/,V^^.9(/5y^ = (a>0), 

als Bedingung, unter welcher der Grenzwerth a = -- angewendet werden darf. 

Ein zweites besondres Integral zeigt sich, wie im vorigen Beispiele, in der 
Form z = ^^.^i, wo Z| eine blosse Function von y und w ist. Denn man er- 
hält so die neue Gleichung 

- • -r^ -I- (a -H v) 3- = 0. , 

y dw ^ ^^ dy ' 

Durch deren Integralion findet sich • 

Die Gleichung (ouj) aber nimmt hier die Form 

an. Aus -• ^ + (a + y) ^ = folgt acv + / (^ + l) =s 0, aber auch einfacher 
Or == — >•, und das allgemeine Integral ist demnach: 

z = flf'f][ e^^-^^ß - x,Y''tp{ß, a)dßda (a>0) 

+ j^^'"'' • '^ [atv ""^ Ky ""^ *)' a\da. 

j 17 • i ''^ . * *^ g A ^ ,/»^ 

4. ts sei noch 3—3- -I- -— — -r -^-ssO. (f.) 

Wir stellen uns das besondre Integral als Function von yi = a(p+y und 
0*1 = — a(P + o? vor. Wir setzen deshalb 

d% dz dz dz d% d^% d*« 

9 X, — — cc -JZ + cc'lir 



dy~dyt ^ dw~ "^ dx^^ ^ dyy ^ dxdy — diTdÜi ' 

und gelangen so zu der neuen Gleichung 

d^z a dz a — a 



dx^dyi ^i-f-yi Oti xi-hyi^dy^ 



= 0. 
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Deren Integration hat früher die beiden Formen 

^=f"(ß-^0'-''(ß + y,T'9(ßW (a-« + l>0) 

und z =/" (ß + xO«-. (ß - y,)"- Mß)dß (« + 1 > 0) 

gegeben. Für den ersten Werth von z besteht, ausser X = ö > ^'c Gleichung 

wenn man statt y und o? die neuen Veränderlichen yi und Xi in z einfährt. Man 
setze auch hier — aa> + x = j;, = 0, also « = — ; alsdann bleibt 

f"ß^*Hß + yir-'-9(.ß)dß = (flH-a + l>0), 

als Bedingung, unter welcher jener Grenzwerth « = *^ gebraucht werden darf. 
Für den andern Werth von z nehme man aw+y =^| = an; dann findet sich 
eben so, dass der Grenzwerth « = — die Gleichung («2} unter der Bedingung 

fö[(ß + a',)'~'-\ß"-'.-^W^ß = ö (a + 1>0) 

befriedigt. Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in der Form 

z =Jjiß;(ß-^,y-'-(ß-tfiYMßi "Wda (fl-« + l>0) 

■*■/. IC' ^^"^ ''^y^'^ß-y^y-'^ß' «)''/36?« (a+ i>o). 

5. Es sei nun weiter ':ri + 3~T5 a 3- = 0. (a.) 

rfro' dxdy dw ^ / 

Man gebe dem besondern Integrale die Form z = e"*^ .Zy^ wo jz^ eine noch 

unbekannte Function von X| = aw + a; — a?y und a?j = tv — 2ay , a aber eine 

willkürliche Beständige ist. Diese Annahme giebt nach und nach: 



dz _ ^aa^ dXi (pX _ ^aay l _„ O J^^y^ % ^ 



dx ^ ' dxj ' dxdy \ ^ dioidxx dx\/ 

dZj 

dx^^ 



^-€-«^fla5-' 



und bringt so die obige Differentialgleichung auf 



dfDi dw^ 



24- 
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Dieser Gleichung wird genügt , wenn 2^ ^^"^ willkürliche Function von Xi ist 
Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe a hat man die Gleichungen 
(ßi) und (ß^. Die letztre nimmt , weil ^ ==: a^i = aa? + x — a'y ist, und wenn 
man sogleich das vorher gefundene z = e^^^.z^ einführt, die Form 
rn\ nn« d^i (c% da , da da\ ^ ^^„ /rf^a dPa da da\ ^ 

an. Aus aw + cc — a^y = ergeben sich aber durch Differentiation die Formen 

da 

Es wird deshalb durch cmv-I-.t— a*y=j;|=0 sowohl derGleichung f ^) "•" J"^"^» ^Ä) 

als auch jener Gleichung (y?,) genügt. Demnach finden die beiden veränderli- 
chen Grenzwerthe 

«1 = 2^ ""^ ^» = 2y ' 

Statt, und das allgemeine Integral zeigt sich in der Form 

Ol e'^^'ViaW + X — a*y, «) rfa +7^, €"^. i\)(a(V + x— t^y^ a) da. 

it TT • rf'« ■ ^* « ifr^Är 

6. ts sei -T-i + . . ^ -• TT" + • = ü. (e.) 

Das besondre Integral hat die Form z =y''^.Z|, wo Z| eine Function von 
yi = - und Xi = aa> + o? — a'y ist. Denn diese Annahme giebt nach einander: 

Ar ^ •*! ' flterfy /^ \ dir? y« iteidyt y itei/^ 

und verwandelt deshalb die Differentialgleichung in die einfachere 

dxidyi * 

Für diese wurde früher 

gefunden. Wenn 6 = ist, so hat man das einfachere Zg = (p(xi). Zur Be- 



er 



4. Weiler y Integration von Differeniialgleiehungen^ 189 

sliromnng der verfinderlichen Grenzwertbe a sind die Gleichungen (ß^ und (ß^) 
vorhanden. Die letztre hat, wenn man sogleich z =z y^.Zy einführt, die Form 

^ ^fiOL ^ (^^ . ^« a da aa da\ 

Nimmt man a aus acv + o? — aY = ^i = 0, so befriedigen die erlangten Werthc 
a = ai und a == 02 ^i^ Gleichung (^1). Die Gleichung (/?,) aber verwandelt 
sich dadurch in 

y;!sin2niy,/S].g)(/?Wi8 = 0,' 

uod drückt so die Bedingung aus, unter welcher jene beiden veränderlichen 
Grenzwerlhe a Gellung haben. Das allgemeine Integral ist demnach : 

Für den Fall h = aber hat man die einfachere Form 

7. Es sei weiter ^, + ^^ + -.^ + ^ = 0. (J.) 

Es wird hier durch die Form z == y*'. z^ genügt, wo Z| wieder eine Func- 
tion von yi= ' und o?! = «tv + a; — d^y ist. Denn nach dieser Annahme ist 

d» — y «dir, ♦ 

dxdy—y \ " dx\ y^'dx.dsiy'dxi/' da^'~ ^ "«&•?' 
und die Differentialgleichung geht in die einfachere 

über. Diese hat aber früher die Form 

gegeben. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwertbe a hat man die Glei* 
chungen (^1 und ß^. Setzt man in der letztern sogleich 2 = y''\z|, so zeigt 
sie sich in der Form 
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Der Gleichung (ySj) wird genügt, wenn man sich der beiden Werthe « = «i und 
a = a, bedient, welche aus aw + x — ay = oti c= hervorgehen. An der Stelle 
von {ß^ aber bleibt alsdann die Gleichung 

als Bedingung« unter welcher jene beiden veränderlichen Grenzwerthe a ange- 
wendet werden dürfen. Das allgemeine Integral ist demnach: 

z=/^;ir'.f','^'<^-"Kß-a^,)-'—\^ß,a)dßdu (a' + «<0) 

8. Esse.eodI.ch^, + ^^--(ö^ + Ä^ + c^) = 0. (c.) 

Wir stellen uns das besondre Integral z als Function von yi = a(V — x+c?y 
und a?^ = «(p H- ^ — a*3^ vor ; setzen also 

(/y \rfa?i c/yi / ' dxdy Kdxl dXx dyi difl ) ^ 

d^ ^1 </yi ' diD^ " Vdir, dx^dy^'^ ds\)^ 

dz /d% dz\ 

und verwandeln dadurch , weil Xi +yi = 2guv ist, die Differentialgleichung in 



h b 

dPx a + ä^ca dz a + 2'*'ca dx 



Für diese Gleichung wurde früher 

^ «yi^' (/? - oo,)^'^^\{ß + y,)«"^«-^«, 9(/3)^^ (a + ^ + m + 1 >0). 

gefunden. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe a finden die Glei- 
chungen {ßx und ß^ Statt. Betrachtet man 2, wie vorhin, als Function von y^ 
ynd X|, so hat man: 

,a\ dz (f. da ^da da\ d% /^ da ^da da\ 

/rf«a rf*a\ 2»/ da ,da äa 
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Lässt man aber die beiden Grenzwerthe a = a| und a = o, gelten, welche aus 
aiv + x — «V = ^1 = hervorgehen , so wird der Gleichung (/?|) genügt, und 
die Gleichung (ß^ geht in 

über. Man erhält damit die Bedingung, unter welcher jene beiden veränderlichen 
Grenzwerthe anwendbar sind. Das allgemeine Integral ist demnach: 

X. Transformation 
und allgemeines Integral der Gleichungen 
du d** tP% iP% d^z d^n du 

^^-^^^A^"^'^d^"*-^^d;^-^^*Ä^»-^^*5^-*-^*Ä^ 

-^^d?-^«»rf^-*-«^^-*-*di"^**S;"*"*«di"^*»^-*-^=^®' »"^ 

d*» d*» d»» d*» d>» d*» d»» d*» d^» 

^dfr»"^^^Äidr"^'^S^"*''^Ä;te"*"^*S;^-^^»dr^"*-^*^ 
d>» , d»» d»» , d»» d»» d»» 

-*"^*5?"*-^i«Ä^-*-^"d^"*-^"d^-^^"d^-^^^*dir» 

"*-*Ä|-^*^S-^*«Si-*-*«di"*-**^-*-« = ®- 

Wenn nicht gerade 4/7 — A^ = ist, so lässt sich die Gleichung 

^* äJÜ!_ <^* d^^ 4f <ft* d** aJ!!* •*''* L ^* i**** ^ 

^dS^'^^d?S;"*"^drdi'^^dTfl^'^-'"di?"*"*5?di"*"'^dfcH/^ 

in welcher a, &../ irgend beständige Grössen sind, Zaber von Differentialquo- 
tienten zweiter Ordnung frei ist, durch Einführung zweier neuen Veränderlichen 
y, = o? + yy und oci=^ X +py diu die Stelle von y und a?i, jedesmal in 

— h ^* d** d^» ^ d^a d^g Ä -J?!i« .1. «^!?_ y 

^d©»"*"^d©Ap'^^dwte."*"^d©dy,"*"-' diD« '^^dwdx "*"'^Apdy,"*"da?,i^. "" ^» 

verwandeln. Mit Hülfe des Gliedes . . lassen sich ferner alle übrigen Differen- 
tialquotienten zweiter Ordnung, in welchen die Yeränderliehen yi und j:, vor- 
kommen, wegschaffen. Setzt man nfimlich iVy=w+nXi+niyi und ^i=p-l-mX|-t-mi3^| 
statt w und p, so lassen sich die Beständigen m, m^, n und /ii so angeben, dass 
die Gleichung 
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d^z - rf»g ^d*z dH 

"drj"^^ dv.dw '^^dw]'^dx,dy, "= ^«• 

zurückbleibt. Hierdurch endlich erzielt man eine der drei Formen ! 

d^z _ d*z „ rf*» dH „ d}% rw 



Wenn aber in der ursprünglichen Differentialgleichung gleichzeitig die sechs Be- 
ziehungen 4z7— Är^ = 0, Afl — Ä^ = 0... Statt finden, so gelangt man zu der 

Gleichung ^ = Z|, indem man Xj = x + py^ «?, = «; + /ly und p^ = c? +/ny 

statt 07, (V und p einführt. 

Diese vier Formen lassen übrigens durch Vertauschen der unabhängigen 
Veränderlichen noch andere Transformationen zu, welche in dem Vorkommen 
der Differentialquotienten zweiter Ordnung keine Aenderung weiter zur Folge 
haben. Derartige Transformationen wurden für die drei letzten Formen schon 

auseinandergesetzt. Die erste Form ^^'•"^j^"*^ ^ber bedarf in dieser 

Rücksicht einer weitern Untersuchung. Setzt man an die Stelle von y^ a^y <v 
und p die neuen Veränderlichen 

yi = g(^ + giw + g^+ y, 

t?, = r +m2(v + mx + mif^ 

so ist leicht zu sehen, da»s in der neuen Gleichung die zehn Diflerentialquotien- 
ten zweiter Ordnung wieder auftreten werden. Wenn man indessen von den 
Zivoi^ Beständigen m^ rrii,., acht so angiebt, dass die Coefficienten der eicht vor- 
her fehlenden Differentialquotienten wieder verschwinden, so stimmt die neue 
Form, in Bezug auf das Vorkommen der Differentialquotienten zweiter Ordnung, 
mit der vorigen überein , obgleich die neu eingeführten Veränderlichen i^ier will- 
kürh'che Beständige enthalten. Die Annahme, dass z eine Function von y^ Xj^ 
iVi und P| sei , giebt aber die neue Gleichung 

d^z d^% d^z d^z tPz 

«. rf^ + («««* + 1) ^;s;; -•- («.P, + P) a;;^ +(«.? + 3.) ^;^ +«. ar» 
+ («.P +Pi) S^, + (»hSi + S) S;;^ + P, P ^j + (Pi?. + P?) S;;^^ + ?.? ^ 

d^z d*z d^z d}z d}% 

-h »im ^ -I- («iiHi + im) ^^ -h {mp^ -f- »4) ^-j^ -h (m,ji -h m) ^^^ -h iiiii ^ 

d's d^z d*z d*z d^z 
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Wir bestimmen die Beständigen m^, n^ , p^ und ^2 aus 

dann bleibt, wenn man zugleich nach Differentialquotienten von z ordnet: 

if>ji d*it d^% 

(«i«i + !)(«« + 1)^;^^ - («i +P) (i»Pi - 1)5-;^ - 

dH d's <^s 

-(n-*-PiX».P-l)d-5^-(niH-?)(nj,-l)^^-(piji + l)(pj - Z^. 

Wir bestimmen ferner die Beständigen mi, /i, , pi und ^| aus 

mi+/> = 9 m + yi = , /iH-)t7i = , wi + y = 0, 

und gelangen dadurch zu der Gleichung 

(Pz d*% Z| 

doi dwi dx^ dffj ** (mn -f- l)(|)j H- 1)' 

Die neu eingeführten Veränderh'chen sind alsdann: 

yi = + yp — rnw + mgx + y = ^(p + mai) — mw +y, 
a^i = — niP + p(V + 07 H- npy = — w(? + o? + )t7((v + ny\ 
(Vi = /i^p + iv — qx + ny =i q(np — x) + cp + ny, 
Pj = + (? + m/?a' + mo? — py = p + mo? + p(jnw — y, 
Nachdem die Form der Differentialgleichung in Rücksicht auf die Diffe- 
rentialquotienten zweiter Ordnung möglichst vereinfacht ist, schreite man zur 
Vereinfachung der in Z vorkommenden Glieder. Ausser denjenigen Yertauschun- 
gen der unabhängigen Veränderlichen , durch welche das Vorkommen der DiCfe* 
rentialquotienten zweiter Ordnung keine Aenderung mehr erleidet, benutze man 
in dieser Absicht weiter die Vertauschung der abhängigen Veränderlichen z« Man 
setze nämlich z = i/z^^ wo li eine bestimmte Function von y^x^w und v ist. 
Wenn man in den Formen 

*• dvdw^dxdy ^' ^ dw^'^dxdy ^' 

welche auf die allgemeinste lineare Differentialgleichung mit/iz/i/'Veränderlichen 
und beständigen Coefficienten zurückführt, die erstere Transformations -Art be* 
nutzt, so lassen sich die neuen unabhängigen Veränderlichen dergestalt angeben» 
dass in der Form (4) überhaupt nur Jm Veränderliche, und in der Form (3) 
überhaupt nur ^ier Veränderliche bleiben. Wenn man aber z = e'^''^"'*^'^^.Zx 
setzt, so erhält man aus den Formen (1 und 2), durch angemessene Bestimmung 
der Eiponenten m, n, p und g, jedenfalls eine der beiden neuen Formen 
Cre1Ie*f Joanial f. d. M. Bd. LI. Heft % 25 
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(^)' Ädto+^y = «^» ""^ (*^- A^>"*"S^-^^5^=®- 

Es wäre überflüssig, diese verschiedenen Transformationen hier auch für 
die allgemeinste h'neare Differentialgleichung mit sec?is Veränderlichen und be- 
ständigen Coefficienten zu verfolgen. Es ergeben sich aus der Analogie die bei- 
den neuen Formen 

dH d*% dhi dx ^ , , -. d^z dht d% 

Das allgemeine Integral irgend einer h'nearen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung mit fünf Veränderlichen hat die Form 

wo Zj und Z2 besondre Integrale der Differentialgleichung sind, die ausser einer 
willkürlichen Bestfindigen a eine willkürliche Function von a und zwei veränder- 
liche Grossen ß und y enthahen. Die Integrationen stellt man sich zwischen 
zwei Grenzen vor, von denen die eine als bestimmte Function der unabhängigen 
Veränderlichen , die andere als willkürliche Beständige anzusehen ist. 

Die vorhin angeführten Gleichungen {a und 6) führen auf andere lineare 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit beständigen Coefficienten und 
nur drei Veränderlichen ^ deren allgemeines Integral zugleich die verlangten be- 
sondern Integrale z = Z| und 2 = Z2 darstellt. Diese besondern Integrale zeigen 
sich deshalb als einfache bestimmte Integrale, und das allgemeine Integral der 
beiden Gleichungen tritt als bestimmtes Doppel -Integral auf. 

1. E»se.^, + ^^-4^ = 0. (Ä.) 

Wir stellen uns das besondre Integral als Function von ari=a(V-i-a;— a*/^ 
Wi^ w — 2ay und i? vor, setzen deshalb 

dx dxi ^ dxdy dw^dx^^ dai^ ' 

d% At^ dz^ ^-a-^ o^ <^« «^ 

dw " dw^'*'^ dxi ' du)^^ diD\ dw^djr^ "*" ^ i/^i ^ 

und gelangen auf diesem Wege zu der Gleichung 
Für diese wurde früher 



dwi do 



js! 



==yr« \ß - fT^M^' i^ß 
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gefunden. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe a ist die Gleichung 
.^ ^dz da dz da d% da d%r/da\^ da da'l /(Pa d^a ^dax ^ 

vorhanden, welche, Wenn man sogleich Ciz) +^'^ ^^ ® (ßi) *®*2* ^^^ wie 
oben z als Function von Xi, (Vi und p betrachtet , in 

übergeht. Es wird aber sowohl dieser Gleichung als auch der Gleichung (/3|) 
genügt, wenn man a aus aw + a*y = X| = bestimmt, also der -beiden Werthe 

tp-h]/(tp' + 4gy) to-]/(t^* + 4ary) 

^1 - 2y "*» — 2y 

sich bedient. Das allgemeine Integral ist demnach: 

2. Es sei weiter ^^ + ^^ = o^ (o.) 

Stellt man sich das besondre Integral als Function vou o^i = — aw + x^ 
Q? und Pj = p + ay vor, so dass also 

d}x d^sc d^z d^z d*% 



düdw dv^d» dtidxi ' dxdg dvidXi^ 

ist, so bleibt die einfachere Gleichung 

d^z 



= az 



dv-gdw 
übrig. Deren Integration lieferte oben von z den Werth 



=/; 



V[^„t,j — 9(^> /*Ä 



und für den Fall a = 0, den einfacheren Werth £ == g)(a?|, i^,). 

Zur Herleitung der veränderlichen Grenzwerthe a hat man : 

/\ ^^ *^ Ada *^ * {^ ^ ^ ^\ / <^« rf*a\ ^|| 

Man setze sogleich •^•^ + ^-^ =0; (a^) betrachte ausserdem z auch hier 

als Function von o:, w und P|, und verwandele dadurch die Gleichung (a) in 

25* 



J^ 
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, . dz da dz /da da\ dx / da da\ / d»a ^^ \ » p 

Den Gleichungen (a, und Oa) genügt man gleichzeihg durch — a<p+x==a?i = 0, 
oder durch a = -. 

Wegen der Symmetrie der Differentialgleichung in Bezug auf w und p 
erhält man ein zweites besondres Integral aus dem ersten durch gegenseitiges- 
Vertauschen dieser Veränderlichen« So ergiebt sich: 

cos2^^ M/?>tpO] , 

und wenn a = ist, das einfachere z = i|^(a?i, cPi); wo a?| = — av + x und 
cP|=:tv+ay zu setzen ist. Der zugehörige Grenzwerth a wird aus — cMH-x=a:i==0 
abgeleitet. 

Man gelangt demnach zu dem allgemeinen Integrale 

welches für den Fall a = sich einfacher gestaltet als: 

z ^=z r^tf{aw + a?, P + ay, a)^/a + f^'^{av — x, o? + oy, a)£/a. 

Das allgemeine Integral irgend einer linearen Differentialgleichung zwei^ 
ter Ordnung mit sechs Veränderlichen ist : 

a, ^ida+Ja^ z^da^ 
wo Z| und Z2 besondre \nXegvz\e der Differentialgleichung sind, welche ausser 
einer willkürlichen Bestfindigen a noch eine willkürliche Function von a und 
drei verfinderliche Grossen ß^ y und 6 aufnehmen, und wo die Integrationsgren- 
zen aj und 04 als Functionen der unabhängigen Veränderlichen angenommen 
werden , während ai und a^ als willkürliche Beständige anzusehen sind. 

Die Gleichungen (c und d) führen jede auf eine andere lineare Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung mit beständigen Coefficienten und mit nur vier 
Veränderlichen, deren allgemeines Integral zugleich die verlangten besondern 
Integrale z=; Zi und z = z^ darstellt. Dieselben erscheinen deshalb als einfache 
bestimmte Integrale, und das allgemeine Integral jener beiden Gleichungen tritt 
als bestimmtes Doppel -Integral auf. 
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3. £..«^•„ + ^ + 2 = 0. (J.) 

Wir betrachten das besondre Integral als Function von X| =s — a(p+ x, 
o?, p^z=z (?-+> ay und u; setzen also wieder 

, dP% d*9 eP% d^% tPx 

'a-z — r- f -; — - a» a- 



dodw doxdw doidxi dxdy d^idxi ^ 

und erhalten so die neue Gleichung 



ihidw du 
Für diese wurde oben die Integralform 



z=fy\tp(ßu-i>, , X, , ß)dß 

gefunden. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe a findet die Gleichung 
d% da d% da d% da dz da dx/da da da da\ 



dw dv dv dm dy dx dx dy daydo'dw 
d*a . d^a _ da 
dxdy 



Gd*a dra da\ _ . . 



Statt. Man setze "T" So "*" ^' aTv ^^ ® (^^' "°^ betrachte ausserdem z, wie vor- 

hin, als Function von Xi, er, (^i und u; dann gelangt man zu der Gleichung 

dz da ^ dx /da da\ dz / da da\ / d^a d^a da\ ^ , ^ 

X 

Den Gleichungen (ajunda,) genügt man durch — a«H-a7=a:i=0, oder durch a=J^. 

Die Symmetrie der Differentialgleichung in Bezug auf die beiden Verän- 
derlichen a^ und (^ giebt auch hier wieder ein zweites besondres Integral, nämlich: 

worin ^1 = — af + x und o^i = o^ 4- ay zu setzen ist ; und alsdann der zugehö- 
rige Grenzwerth a = —. 
Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in der Form 

z = / ^ j J/^'^'^ß^^ — Oi^aw — x,ß, a)dßda 

I 
e^.'\if{ßu — Wi 5 aP — ^ 9 ^ 5 a)dßda. 



^rs 



«1. 



198 *' WeSer, hOegratiom von DiffermitiälgMdtMgam. 

4. Es sei endlich ^ + j-^ + ^-a^ = 0. (c.) 

Auch hier nehmen wir das besondre Integral als Function von o^ia— acr-f-acy 
(V, Pi = p+ ay und i/ an, und gelangen dadurch zu der Gleichung 

Für diese wurde oben die Integral form 

Ol 

gebildet, deren Grenzwerth ß aus ßu-^ Vi — ß^w = zu berechnen ist, so dass 
also jeder der beiden Werthe 

ßi = äto ""^ ^^ = 2^;; 

genommen werden kann. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe a 
hat man : 

2 dz da dx da dz da d^ da d% da dstV/da^ da da da da"^ 
du du dw dv dt dw dy dx dx dy daWduf dv dw dx dyA 

(^a d^a rf*a da\ ^ ,^^ 

di 
Man lasse den gemeinsamen Factor von ^ verschwinden , und setze ausserdem 

z als Function von ^i, (p, Pi und u hinein , so bleibt: 

du du ■^^' Ate ■^äöiVäö "*" ^ dx/'^dxxK ^do'^dy) 

(d^a d*a d^a da\ ^ ,^ . 

Den beiden so entstehenden Gleichungen Q9|Und^a) wird durch —ow-l-a?==j;| = 0, 
oder durch «' = ~ genügt, und man erhält deshalb das aligemeine Integral 



z = 




''''e^.(p(ßu + fii—(fw , aw — x , ß , a)d'/Srfo 



» / ^i<;<^.aj,(^a + Pi — /J** , a(» — a? , /? , a)aßda. 




Mannheim, im December 1854 
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Anhang. 



lieber eine besondere Classe linearer Differentitügleichungen 
von der n *^ Ordnung. 

In jeder linearen Differentialgleichung lässt sich dasjenige Glied, in wel- 
chem weder die abhängige Veränderliche z, noch deren Differentialquotienten 
▼orkommen, zum Verschwinden bringen, wenn man die Veränderliche 2 mit einer 
andern z, vertauscht. Wenn nämh*ch z = z© ein besonderes Integral der vorlie- 
genden linearen Differentialgleichung ist, und z = Z| + z gesetzt wird, so unter- 
scheidet sich die neue Gleichung von der ursprünglichen nur dadurch , dass die 
von der abhängigen Veränderlichen und deren Differentialquotienten unabhän- 
gigen Glieder fehlen Man nennt eine solche lineare Differentialgleichung eine 
reducirte. 

Das allgemeine Integral der reducirlen linearen Differentialgleichung n^^ 
Ordnung mit zwei Veränderlichen z und y ^^^ ^>c Form 

Z = CiZi + C2Z2+ + CnZn, 

WO Zi, Zj., z„ besondre InXegrsle, die Factoren Ci^c^.^c aber willkürliche Bestän- 
dige oder von y unabhängige Grössen sind. 

Das allgemeine Integral der reducirten linearen DifTerentialgleiehung von 
der n*** Ordnung mit Jr^/ Veränderlichen z, y und cc hat die Form 

« =Ja, ^i^Mfia+Ja, Z2(p2(cdJ^+ +Ja. ^^n{a)da\ 

wo z„ z^.^Zn Ä^JO/iJr^ Integrale, und 91, cpj.. 9» i«'//rtri/r//cÄ^ Functionen bezeich- 
nen. Die Integrationsgrenzen aj,aa**cr„ stellt man sich als bestimmte Functionen 
der unabhängigen Veränderlichen^ und x vor, während die Integrationsgrenzen 
cTiy a^,. a^ willkürliche Beständige oder von y und x unabhängige Grossen sind. 
Das allgemeine Integral der reducirten linearen Differentialgleichung von 
der n^ Ordnung mit vier Veränderlichen z, y, j? und w hat die Form 

^—Jpx ^ida-hja^ Z2da+ +jMn^dai 

wo Z|y Z2..z„ wieder besondre Integrale bezeichnen, von denen aber jedes eine 
willkürliche Function einer veränderlichen Grosse, und deshalb auch einer will- 
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kürlichen Beständigen a einschliesst. Die Integrationsgrenzen a|, a2..a, werden 
wieder als bestimmte Functionen der unabhängigen Veränderlichen y^ x und cp 
angenommen 9 während die Integrationsgrenzen ^19 Oa-«^ willkürliche Bestän- 
dige sind. 

Im Allgemeinen aber lässt sich sagen , dass das allgemeine Integral der re- 
ducirten h'nearen Differentialgleichung n'^ Ordnung mit p unabhängigen Verän- 
derlichen 9 aus n Gliedern besteht, deren jedes eine willkürliche Function von 
p — 1 veränderlichen Grössen ausdrückt, und zugleich einzeln^ an der Stelle von 
z, die Differentialgleichung befriedigt. 

Ich bin weit entfernt, die bei der Integration der. linearen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung benutzten Methoden jetzt auch auf lineare DifTeren- 
tialgleichungen höherer Ordnung übertragen zu wollen ; noch weniger beabsich- 
tige ich, in diesem Anhange weitere Methoden zur Integration solcher linearen 
Differentialgleichungen höherer Ordnung aufzustellen, zu welchen die vorbin 
erwähnten Methoden nicht mehr ausreichen. Das Erstere betreffend, möchte es 
keine Schwierigkeit haben, eine vorliegende lineare Differentialgleichung höherer 
Ordnung nach den jetzt bekannten Methoden zu integriren, insofern es überhaupt 
geschehen kann. In dieser Rücksicht wäre also eine Zusammenstellung derarti- 
ger Integrationen nur von geringem Interesse. Das Andre> nämlich die Aufstel- 
lung neuer Methoden für solche Fälle, in welchen die bisherigen sich als^mzu» 
richend erweisen , setzt allerdings jene erste Arbeit voraus. Doch scheint mir 
die Unternehmung, ihrer Grösse wegen, angemessener einer spätem Zeit überlas- 
sen zu bleiben , welche mehr Vorarbeiten dazu darbietet. Ich gedenke hier nur 
noch zu zeigen, wie man für eine besondre Classe linearer Differentialgleichungen 
n^ Ordnung zu denjenigen Resultaten, welche auch aus den jetzt bekannten 
Methoden gezogen werden könnten, vortheilhafter auf einem andern Wege ge- 
langt. Dieser Gegenstand scheint mir grade hier am passenden Orte, weil einige 
allgemeine Betrachtungen und eine bloss algebraische Rechnung uns in den Stand 
setzen , das allgemeine Integral einer in jene Classe gehörigen linearen Differen- 
tialgleichung 71^ Ordnung durch die Summe der allgemeinen Integrale mehrerer 
linearen Differentialgleichungen von der zweiten Ordnung auszudrücken. 

Unter dem ersten Integrale irgend einer partiellen Differentialgleichung 
n'**' Ordnung mit p unabhängigen Veränderlichen versteht /nan bekanntlich die- 
jenige Differentialgleichung von der n — 1*** Ordnung, aus welcher sich durch 
Differentiation die erstere Gleichung ableiten lässt, und welche zugleich eine will- 
kürliche Function von ^ *— 1 veränderlichen Grössen enthält. Ein erstes Integral 
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ist deshalb immer hur dann möglich, iivenn die Differentialgleichung n^ Ordnung 
als Differentialgleichung von der ersten Ordnung gesetzt werden kann, in welcher 
als abhängige Veränderliche eine Function sich zeigt, die^ gleich Null gesetzt, 
selbst eine Differentialgleichung von der n — 1*^ Ordnung vorstellt. Unter dem 
m^ Integrale einer partiellen Differentialgleichung n^ Ordnung mit p unabhän- 
gigen Veränderlichen versteht man diejenige Differentialgleichimg von der n^m^ 
Ordnung r aus welcher sich durch Differentiation die erstere Gleichung ableiten 
lässt^ und welche zugleich rn willkürliche Functionen» jede von p — 1 .veränderli- 
chen Grössen , enthält. Ein rn^ Integral ist deshalb immer nur dann möglich» 
wenn die Differentialgleichung n^ Ordnung als Differentialgleichung m*^ Ord- 
nung geschrieben werden kann, in welcher als abhängige Veränderliche eine 
Function sich zeigt, die, gleich Null gesetzt, selbst eine Differentialgleichung von 
der n — m*^ Ordnung vorstellt. Das Bestehen eines m^ Integrals der partiellen 
Differentialgleichung n^ Ordnung F{z) = setzt also die identische Gleichung 

(a.) F(z) = g>[/(z)] 

voraus, in welcher /(z) = eine Differentialgleichung n — m*^ Ordnung, und 
g)[/(z)] = eine Differentialgleichung m*^ Ordnung ist, mit der abhängigen 
Veränderlichen fiz). Es können übrigens gleichzeitig mehrere Integrale von der-^ 

selben Ordnung auftreten. Im Ganzen sind ^'n m*' Integrale 

denkbar; nämlich eben so viele als Combinationen zu m aus n Elementen gebil- 
det werden können, weil das n^ Integral irgend m von den n willkürlichen Func- 
tionen des allgemeinen Integrals aufnimmt. Jener eigenthümliche Weg, welcher 
für gewisse lineare Differentialgleichungen so vortheilhaft zum allgemeinen Inte- 
grale führt, eröffnet sich aber nur in solchen Fällen, in welchen gleichzeitig meh- 
rere Integrale derselben , oder auch von verschiedener Ordnung bestehen. 

Wenn F(z) = eine reducirtc lineare Differentialgleichung ist, so schlie* 
fsen'wir aus der identischen Gleichung 

(a.) F{z) = 9|/(0], 

dass auch /(z) = und 9[/(ä)] = reducirtc lineare Differentialgleichungen 
sind. Wir schliessen weiter, dass das m** Integral der Gleichung JFCz) = eine 
lineare Differentialgleichung ist, und auf jene Gleichung f{z) = zurückführt» 
wenn man die rn darin vorkommenden willkürlichen Functionen verschwinden 
lässt. Wir nennen deshalb hier die Gleichung /(z) = das reducirte m** Inte- 
gral der Gleichung F{z) = 0. Das allgemeine Integral der Gleichung f(fi) = 
Crelle'f Journtl f. d. M. Bd. LL Heft 2. 26 
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aber aas n — m Gliedern, von denen jedes eine willkürliche Function 
p — 1 Tcraoderlichen Grossen darstellt, und zugleich einzeln^ an der Stelle 
V01129 der Gleichung jF(z) =: Genüge leistet. Das ^li/^e/Ti^m^ Integral des redu- 
cirten m** Integrals einer reducirten linearen Differentialgleichung nf^ Ordnung 
Kefert demnach n — m von den n Gliedern des allgemekien Integrals der letztern 
Gleichung. 

Wenn F{z) = eine lineare Differentialgleichung n^ Ordnung mit 
beständigen Goefficienten ist, so folgt aus der identischen Gleichung 

(a.) F(^) = g,[/(z)], 

dass/(c) == und g)[yiC*)] = lineare Differentialgleichungen mit nur bestän- 
digen Goefficienten sind. Wenn man aber die Grosse z q mal nach u, r mal nach q^ 
^mal nach er u.s.w.ilifferentiirt« so entsteht jedesmal der nämliche Differentialquotient 

Ä^^Ap* ^ in weicher Reihenfolge auch jene y + r + ^+'* Differentiationen ge- 
schehen mögen« Daraus folgt unmittelbar, unter der vorhin genannten Voraus- 
setzung, dass jF(£) = nur ^r^/J/iiür^e Goefficienten aufnehme, die identische 
Gleichung 

und deshalb auch eine zweite Gleichung 

Kine Kneare Dinereiitialgieicbung "n^ Ordnung mit beständigen Goefficienten, 
weiche auf ein m^ Integral zoruckgefuhrt werden kann, hat demnach jedesmal 
auch eiu it — m^ Integral 

I>as alif^emeine Integral des reducirten m** Integrals einer reducirten linea- 
ren Uiner«ntialgleichuii|t it^ Ordnung liefert n — m von den n Gliedern des ali- 
Iteiueiiien Integrals iler lelttem Gleichung. Das allgemeine Integral des reducirten 
iii«»iH^ Integrals liefert aber m weitre Glieder, für deren allgemeines Integral. 
Ikas «ll^iueinc lnle|:rai einer reducirten linearen Differentialgleichung /»^Ordnung 
uul iK^stäiuiigen CoelVicienten , welche ein m** und deshalb auch ein n — m^ 
InIfUral h«^t% wirti demnach durch die Summe der beiden allgemeinen Integrale 
\\^ mlucirten m^ und des retlucirten n — m^ Integrals ausgedrückt. 

tu hat «her keine Schwierigkeit, diese reducirten m'*" und /i— m***lntegrale zu 
(iiulcn. wenn si^ nwr überhaupt vorhanden sind. Denn wenn man jeden einzelnen Dif-i 

tVl^M«i«iM«*^l^^*^^* Xi^w!. ^^^ '««^•«'«n Differentialgleichung durch die Potenz 
H^'^^\% ♦r*^!*** '^ mitllt^ht ein Pofynom, welches in Bezug auf die unabhängigen 
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Veränderlichen vom n^ Grade ist. Jeder Differentiation der Differentialgleichung 
nach li, i?, (P.. entspricht aber eine Multiplication des Polynoms mit einem der 
Factoren li, <?, cp... Die reducirte h'neare Differentialgleichung n^ Ordnung 
mit beständigen Goefficienten hat demnach ein m^ und deshalb auch ein n — m^ 
Integral 9 wenn das Polynom der unabhängigen Veränderlichen in das Product 
zweier rationalen Polynome, beziehlich vom m*^ und n — m*^ Grade, zerlegt wer- 
den kann ; und mau gelangt zu den beiden reducirten Integralen, indem man in je- 
dem dieser beiden Factoren an die St eile der Potenz üVp/.. denDifferentialquotienten 

- . a^ru^ zurück nineinsetzt. 

Da nun aus dem Früheren das allgemeine Integral jeder reducirten linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit beständigen Coefficienten bekannt ist^ 
so lässt sich, wie leicht zu sehen ^ jedesmal auch das allgemeine Integral einer 
reducirten linearen Differentialgleichung n'^ Ordnung mit beständigen Coeffi- 
cienten angeben, wenn sich das Polynom der unabhängigen Veränderlichen in 
das Product rationaler Polynome zerlegen lässt , welche den za^üen Grad nicht 
übersteigen. Die Zerlegung des Polynoms ist also die einzige Rechnungs-Opera* 
tion^ von welcher die Bestimmung des allgemeinen Integrals einer solchen linearen 
Differentialgleichung abhangt. Diese Rechnung soll an einigen Beispielen aus- 
geführt werden. 

1. Es sei 3-4 — 16a* 3-3 = 0. 

Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ist 

/-16öV = 0, 
und lässt sich in die beiden Factoren zweiten Grades: 

y*— 4öä:s25 und jf* + 4ax =^0 

zerlegen. Die beiden reducirten zweiten Integrale sind deshalb: 

;^-4a^ = und ^ + 4a^ = 0- 

Die erstere Gleichung ist oben in der vorliegenden Form integrirt wordea; die 
andre entsteht aus der erstem, wenn man in dieser -*- a mit — a vertauscht. Das 
allgemeine Integral jener linearen Differentialgleichung vierter Ordnung zeigt sich 
demnach in der Form 

z = !fj ««— (a — x)"« 91 (a) da+ j e""*(a — a?) f 9^ (a) da 

26» 
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Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ist 
x' — Ix^f/ + y* — x' = 0, 
und lässt sich in die beiden Factoren zweiten Grades: 

x^— / — J7 = und a?*— y + J7 = 0. 
zerlegen. Die beiden reducirten zweiten Integrale sind deshalb: 
d}% ^% dx j (P% €p% d% 

Um dieselben auf eine der früher integrirten Gleichungen zurückzuführen^^ setze 
man zunächst in der erstem z=e Zj, und in der andern z = e" z^, welches 

giebt. Man vertausche noch die unabhängigen Verfinderlichen y und x gegen 
die neuen yi = |(a? + y) und oti = K — ^ + y), dann ergeben sich die neuen 
Gleichungen 

Das allgemeine Integral der obigen linearen Differentialgleichung vierter Ordnung 
zeigt sich demnach in der Form 

3. Esse. ^-4-2^^5^. + ^-^, = 0. 
Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ist 
a;*-2xy + y — ««'' = 0, 
und zerfällt in die beiden Factoren zweiten Grades: 

a;" — y* — (V = und ir' — y* + (V = 0. 

Man gelangt deshalb zu den beiden zweiten Integralformen 
d}% d** dz , d'z d*z dt 
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INiniint man statt y und. ^ wieder die neuen Veränderlichen y^ = } (o; -|->^) und 
Xi = I (— o: + y) an 9 so entstehen die neuen Gleichungen 

= und T— 7- — :i: = 0. 



dsidyi dm dXidffi dm 

Die erstere ist oben in der vorliegenden Form integrirt worden; die andre 
geht aus der erstem durch Vertauschen von + Xi gegen — ^i, oder auch durch 
Vertauschen von + yi gegen — yi hervor. Das allgemeine Integral der obigen 
Differentialgleichung PierUr Ordnung kann demnach in folgender Form geschrie* 
i>en werden: 

2=1 c^^i^iiaLW — Xi^ a)da+j e'^i(p2(oLW — yi ^ a)da 

+ f e~^i(p3{cuv—Xi , a)da + l «"••194 (aa> — y, , a)da. 

M 17 • . «'** o <^« d*z d*% „ d^ ,d*z . 
4. E»se.noch^-2^5^ + ^,-^-2o^-o^. = 0. 

Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ist hier 
X* — 2x'y^ + y _ cp* _ 2ac^ — aW = , 
und zerffillt in die beiden Factoren zweiten Grades : 

fl?'— a:^ + y* + ö(P = und «v' + .t* — y* + ocp = 0. 

Es bestehen deshalb die beiden zweiten Integralformen 

d^z d*z d^z d% ^ , dH dHi d*« dz 

Diese verwandeln sich, wenn man statt y und x die neuen Veränderlichen 
y^ = \{x+y) und x^ = i(— oo +y) einführt, in die neuen Formen 

d*« d\ ' d% d^z d^z dx 

Die erstere ist oben in der vorliegenden Form integrirt worden ; die andere geht 
aus der ersteren durch Vertauschen von + x^ gegen — x^ hervor. Man gelangt 
demnach zu dem folgenden allgemeinen Integral der obigen linearen Differential- 
gleichung i^ierter Ordnung: 

z^=^Ja '«'^*'' 9i(aiV + Xi — a*7i , a) da +Ja^^'^^' 92 {^^ + ^Cj — a?yi , a) da 
'\rJa^e'^i^^{aW + Xx — a^yi , a)da+J a^C^^^^^ijo^ -- x^-- a^yi j a)da^ 
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wo die folgenden Grenzwerthe anzuwenden sind : 

„. = ____ , «. «^ ^_ , 

Die Regel, nach welcher wir das allgemeine Integral det* feducirten linea- 
ren Differentialgleichung n^ Ordnung mit bestflndigen Coefficienten bilden» wenn 
dieselbe einm*^ und deshalb auch ein n — m^ Integral hat^ bedarf aber einer 
Ergänzung, wenn das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ^/^iVrA^Factoren 
hat, weil dann von den darnach gebildeten n Gliedern des altgemeinen Inte- 
grals mehrere identisch sich gestalten. 

Wenn die reducirte lineare Differentialgleichung von der 2m*^ Ordnung 

niit^ unabhängigen Veränderlichen li, p, w und beständigen Coefficienten 

I\z) = auf zwei gleiche m** Integrale führt, so geben die beiden reducirten 
m*^ Integrale /(£) = offenbar nur m von deii 2m Gliedern des allgemeinen In- 
tegrals der ersten Gleichung. Es lässt sich leicht nachweisen, dass diese Gleichung 
F{z) = 0, wenn man das allgemeine Integral der Gleichung/(z) = durch z =2,1 

bezeichnet, dann auch durch z = (ku + kiQ + k^w -t- )zi befriedigt wird, wo 

/r, /ti, k^ willkürliche Beständige sind» der Factor Zi aber nur dadurch von z^ 

sich unterscheidet, dass darin m andere willkürliche Functionen angenommen 
werden. 'Denn unter der Voraussetzung zweier gleichen m^ Integrale findet die 
identische Gleichung 

Statt. Aus der Annahme z = {ku + k^v -I- k^cp H y)zi folgt aber die identische 

Gleichung • 

f\{ku + k^v + ÄraCP+ )z^ = g)(Z|) + (ku + k^^ + k^w + )/(zi), 

oder, weil f{z^ = ist, die einfachere: 

/[(Am +- AtjP + /tjcp + >,] » 9)(z,) ; 

wo 9(2;|) eine Function bezeichnet, die, gleich Null gesetzt, selbst eine reducirte 
lineare Differentialgleichung mit nur beständigen Coefficienten vorstellt. Die An- 
nahme z » (ku + kii? + /tjCV )z^ bringt deshalb jene Gleichttt)g(a) auf: 

F[(Aa + Är,P+Ar^ +.....)»] -Ttg^^i)! 



Da nun z m» Zi der Gleichung /(z) as genügt, so genügt ihr auch z = . qM-^Mf * 
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weil man zu der Gleichung /v rft|grftrdto*. / ^^ gelangt, wenn man jene Gleichung 

J(v) a ^mal nach u, rmal nach i?, sim\ nach (P u. s. w. differentiirf. Ebenso 

genügt der Gleichung /(2)sO auch z » 9)(2), weil (p(z) a eine reducirte lineare 

Differentialgleichung mit nur beständigen Coefficienten vorstellt. Da also 

y[g)(zi)] SB ist so bleibt die identische Gleichung 

Fl(ku + k^v + k^w + )z^ =» 0; 

woraus hervorgeht, dass jener Werth z s (ku + kiV + k^Qf?+ )zi in der That 

die Gleichung F{z) es befriedigt. Das allgemeine Integral der reducirten line- 
aren Differentialgleichung 2m ^ Ordnung mit p unabhängigen Veränderlichen 

li, p, o^ und beständigen Coefficienten, welche auf zwei gleiche m^ Integrale 

führt, zeigt sich demnach, wenn man das allgemeine Integral des reducirten m^ 
Integrals durch z = Za bezeichnet ^ in der Form: 

z = {ku + V + k^^ )zi + za; 

wo k^ kl, hl willkürliche Beständige sind, der Factor z^ aber nur dadurch von 

z, sich unterscheidet, dass darin rn andere willkürliche Functionen angenommen 
werden. 

Wenn die reducirte lineare Differentialgleichung von der 3m^ Ordnung 

mit^ unabhängigen Veränderlichen u, i^, w , und beständigen Coefficienten, 

auf drei gleiche rnf* Integrale führt^ so geben die drei reducirten m^ Integrale nur 
m von den 3m Gliedern des allgemeinen Integrals der ersten Gleichung. Wenn 
aber z = Z3 das allgemeine Integral des reducirten m^ Integrals ist^ so folgt wie 
vorhin, dass das allgemeine Integral jener Gleichung in der Form 

dargestellt werden kann, wo h^ Ai, h^ k, ki, k^ willkürliche Beständige 

sind^ die Factoren %^ und Xi aber nur dadurch von z^ sich unterscheiden, dass da- 
rin m andere willkürliche Functionen angenommen werden. 
Mannheim, im December 1854. 
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Seite 3 Zeile 14 ▼. tu, lief [«, + a:f start [ti + ar]^ 

- 4 - 2 - - aho f>taU aber, 

- 6 Fornel (5). - /lw, 1, «i — to) statt f(w, 1, «). 

6 Zeile 6 v. c, - die lehlem statt dieselben. 

' «-hfl 1 M-f-n 

. 8 - 2 - - -—^ Statt j«-^. 

- 8 - 4 - - n = + <3D - n-f-oe. 

- 8 Formel (8). - i*Fc(tH-I) - Fc(i« + 1). 

- 9 Formel (16). - Lim statt Lim. 

11=:» n — « 

Fc(!) 

- 11 Zeile 5 v. o., mass statt des Punctes hinter 7-—^ — r- ein Comma tteha. 

Fc(--f.y) 

- 11 - 4 V. u., fehlt (10) hinter Formel. 

- 13 - 4-1. («*,-+-«/ statt (tt-f-a^)^ 

- 13 - 11 - fehlt 9(11) hinter Function. 

- 14 - 13 V. o.y L «Mnn or in — a; st. — o; in w, 

- 18 - 15 - - echie Bruche statt reelle Grötun. 

- 19 - 15 - - ^ St. Pn, 

- 19 - 18 - - Pn St. Qn. 

- 22 - 8 V. u., - n» St. n^ und n' st. Uy 

- 23 - 10 - mass es heissen: für alle Groaen^ ton einer bestimmien an. 

- 23 - 11 - 1. diese st die. 

- 23 - 2 - - i*„ St. n^. 

- 28 - 12 V. u., - ff) st' n,. 
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F(l^n) Fc(^^) 

- 34 - 8 - mass es heissen: Lim. — jir-^ r «= TZ T- 

- 34 - U - L Fc(^) statt Fc0. 

- 34 - 6 V. n., 1. (48) st (46). 

-> 36 in Ffo. II. mass es heissen: Es giebt Function, welche der Gleichung 

, . (57) 

in der nch tfl, genügt; und »ugleich die in der Formel 

(58) , 

bedeutet, ausgesprochene Eigenschaft besitit. Ihr allgemeiner Äusdruch ist 

- 37 Zeile 6 and 7 v. u., ist nach folgt sa lesen : mittels der andern (58) unmittelbar wu dem Äutdruekf 

von (u,'i~x/ durch das unendliche Product (66) fükrty dessen 

- 40 - 1 u. 4 V. u. lies ^^ statt Co- 

- 41 - 2, 3, 6 V. o. - I - 5. 

- 44 - 3 V. o. gehört a = od anter 2!aax*^. 

- 44 - 1 V. u. mass anter dem ersten Producte « s> m od stehen. 

- 45 - 5 V. o. lies q>ain) statt 90(11). 

- 45 - 8 . - V«W - Va(«). 

- 45 - l - muss unter dem ersten Product a as od statt a ss stehen. 

- 46 - 4 V. u. lies auch nur statt auch^ und. 

- 48 - 13 - - Fc^(u^y) - Fc(i*»'-f-y). 

- 52 - 3 V. o. fehlt daher (noch hat). 

- 57 Formel (98) lies ^^i-ilog« statt ^^-ilog«. 

- 58 Zeile 9 v. o. - Functionen - Function. 

- 58 - 15 - gam statt ganie 

- 59 - 1 - müssen die Worte und daraus wegfallen. 

- 59 - 2 -^ lies e"»'« statt emi. 
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3. 

Elementary Theorems relaÜDg to Determinants. 

(By Mr. Waiiam SpoUuwoode Esq. M. A., J. R. S.) 
Second editlou, rewritten and mach enlarged by the Author. 



In the year 1851 the author of the following paper published a traci 
called n Elementary theorems relating to DeterminarUs' and on the request 
of the Editor of this Journal to reproduce ü, he requested permission to repise 
the work. The subject had howecer been so extenswely depeloped in the in- 
terirn, that it proped necessary not merely to re^ise but entirely to rewrite the 
work\ The result is git^en in the /oUowing pages, 

Spottiswoode^ 

P r e f a e e. 



The variety of problems to which the Theory of Determinants bas re- 
cently been applied renders it desirable that this branch of analysis should be 
made generally accessible* But although the principal theorems are familiär to 
the more advanced matbemalicians, there has hitherto been no elementary work 
upon the subject, to which reference can be readily roade by the student. 

The Theory is neither lengthy nor intricate, being in fact h*ttle eise than 
a method of arrangement, by means of which the results ofcertain long algebraic 
proecsses may be discovered without actually effecting the Operations; and indeed, 
with the exception of a few theorems relating to the addition, multiplication, etc 
of determinants, it may be said to consist entirely in its application. Like all si- 
milar caiculi, it may be carricd out into very numerous details; but although this 
has not been attenipted in the present invcstigations» the principal modifications 
of form and varieties of combioation have been noticed, and the theorems 
throughout illustrated by examples. The reiaider will be thereby enabied generally 
to apply the processes whenever opportunity occrrs, and to comprehend any new 
Crelle^s Joonitl f. 4. M. Bd. LI. Hell 3. 27 
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theorems whlch may hereafter be proposed. The demoDstrarions here offered 
are principally original 9 altbough perbaps not different from sucb as may bave 
occurred to otbers who bave paid attention to tbe subject. 

Tbe functions wbicb are tbe subject of tbe present paper, or cases of tbem 
more or less general 9 bave for many years been an object of interest to matbe- 
maticians; in fact so long ago as tbe year I75O9 crcuner^ in bis Introduction 
ä t Analyse des lignes Courbes (Appendix), bas exbibited tbe deterroinants 
arising from linear equations in tbe case of two or tbree variables, and bas indi- 
cated tbe law according to wbicb tbey would be formed in tbe case of a greater 
number. In tbe Histoire de t Acadimie Royale des Sciences^ Annee 1764 
(publisbed in 1767) B^zout bas investigated tbe degree of tbe equation resulting 
from tbe elimination of unknown quantities from a given systeni of equations, and 
bas at the same time noticed several cases of determinants, witbout bowewer ente- 
ring upon tbe general law of formation, or tbe properties oftbese functions. Tbe 
HisL de FAcadSmie^ An. 1772, Part 11. (publisbed in 1776) contains papers by 
Laplace and Pfänder monde relating to determinantsof tbesecond^ tbird,fourtb etc. 
Order. Tbe former^ in discussing a System of simultaneous differential equations, 
bas given tbe law of formation , and sbown tbat wben two horizontal or vertical 
rows (according to tbe notation of tbe present work) are intercbanged» tbe sign 
of tbe determinant is cbanged. Vandermondes paper is upon elimination, and 
considering tbe period at wbicb it was written, is remarkable for its elegance; tbe 
notation, wbicb is wortb noticing, is as follows; tbe System of quantities being tbua 
represented : 
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and so on for other Orders* 

In the Mimoires de VAcad6mie de 'Berlin^ 1773, Lagrange bas demon- 
strated tbat tbe Square of a determinant of tbe tbird order is itself a determinant; 
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these formulae he applies to the establishment of theorems relating fo triangulär 
pyramids, and to the problem of the rotation of a solid Body« Subsequently to thisf 
Gauss, in \{\% Disquisitiones Ariihmeticae^ bas shown (Sect. Y. N. 159 and 270) 
that the product of two determinants is itself a determinant in the cases of the se- 
cond and third orders. The whole of this section , which forms a large portion 
of the work, is devoted to these functions. The case of determinants of the second 
Order arising from quadratic functions of two Tariabies, i.e. of the form f? — ac^ 
or adopting bis notation, {a^ b. c), is very completely discussed. And besides the 
theorem above noticed , the following problem ^ which bas some conncxion with 
determinants of determinants, is solved: ,,Given any three whole numbers a, £2^ a'', 
(which are not all = 0), to find six others, JJ, R, B'S C, C, C'S such that 
B'C — B'T/ = a, RX — BC = a% BO— Ä'C = a"." Tbismathematician 
appears to have also introduced the term Determinant. 

In 1812 Binet published a memoire upon this subject, and established 
all the principal theorems for determinants of the second, third andfourth orders; 
and bas further applied bis formulae to the discussion of rhomboids, surfaces of 
the second order, and properties of solid bodies. See Journal de VEcole PoUr 
iechnique tome IX* cahier 16. The next volume of this series contains a paper 
by Cauchy^ written at the same time, on functions which only change sign when 
the variables which they contain are transposed. The second part of this paper 
refers immediately to determinants, and contaios a large number of very general 
theorems. Amongst them is noticed a property of a class of functions closely 
connected with determinants, first given, so far as I am aware, by f^andermonde; 
if in the development of the expression 

öl fli •• On(a^—a^ (ö3 — Ol) {pn — Ol) {a^^—a^ .. (a,— ö,) (p^ — a^^^) 

the indices be replaced by a second series of suffixes, the result will be the deter- 
minant 

Several papers appeared subsequently from time to time upon various points 
connected with the subject; but by far the most complete are two by M. Jacohi 
(Grelle, tom. XXII.) De forma et proprietatibus Determinantium^ and De 
DeterminantibusFunctionalihus. InthesameJournal (tom.XXXILand XXXVDl) 
there are two memoires by Mr. Cayley^ Sur les Determiruznts gauches, which 
expression bas been rendered Shew Determinants, the term being adopted from 
the corresponding translation in Geometry. The principal contributions to the 

27 • 
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sab)ectsubseqaentIytotheabove($ioce the publication of myTract« London, 1851) 
have been made by 3. X Sylvester Esq. X R. S.» to whose papers references will 
be found in the present work. 

References will be found in the course of this work fo other papers in 
which Determinants have been employed ^ all of which may be consulted witb 
advantage. Besides these, there may be meotioned the foUowing; ,,0n the Theory 
of Elimination 9** by Mr. Cayley^ Camb. & Dub. Math. Journal^ vol. III. Some 
papers by Mr. Boole in the same Journal. ,yOn a new Class of Theorems^ etc." 
by Mr. Sylvester y PhU. Mag. vol. XXXVII. ; ^Extraits de lettres de M. Ch. fiermäe, 
h M. C. G. X Jacobij sur differents objects de la theorie des nombres^** (Crelle^ 
tom. XL.) Sur une question relative aux Ddterminants. Par M. Bazüu Lioa- 
ville Tom. XVL p. 145. — Memoire sur le Ddterrrurumt dun Systime de 
Functions. Par M. J. Bertraod. Liouville Tom. XVI. p. 212. — Sur un Ddter- 
mutant dintegrales, difirues. Par M. A. Tissot. Liouville Tom. XVIL p* 97 etc 

Besides that which is here discussed, there is another very interesting and 
apparently important theory lately proposed by Mr« Cayley relating to functions« 
which he caJls Hyperdeterminants. The general question therein proposed is, 
„,To find all the derivatives of any number of functions which have the property 
of preserving their forms unaltered after any linear transformations of the varia- 
bles/ By derivative is to be understood a function deduced in any manner whatever 
from the given function , and by byperdeterminant derivative 9 or simply hyper- 
determinantp those derivatives which have the property above enunciated.** Of 
this not hing has been here said, but those who are desirous of pursuing the sub- 
ject will find the principles of it laid down in two papers, Camb, Math. Jourrutl, 
vol. IV., and Camb. and Dub. Math. Journal^ vol. I., or in Crelle^ toro XXX. 

This Theory has been since extended by Mr. Sylvester in several papers 
in the London and Edinburgh Philosophical Magazine for 1851, and the whole 
subject remodelled and developed in several ways by that gentleman Mr. Cayley, 
in a series of artides eotitied, The Calculus 0/ Forms , and The Theory of 
Permutants, Commutants^ etc. in the Cambridge and Dublin Mathematical 
Journal for 1852 — 1853. 
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§1. 

On theformation of Determinimts. 

In Order fo designate a certaio System of objects, quantitative or other, it 
IS usual to employ either different letters, such as 

ö» b, c, 

or the same letter with accents or suflizes » as 

k, k\ n 

Ä, Ati, Afj, 

a second suffii being introduced when necessary 9 as 

^11 9 ^uj 

^115 ^M5 

This Dotation being especially usefui when the number of letters is of the form 
mn since they may then be arranged in m vertical and n horizontal, or n verti- 
cal and m horizontal rows; in the case when m and n are equal^ the letters may 
of course be arranged in a square. It is however more simple and not less ge- 
neral to write down only the suffizes omitting the letters to which they migbt 
have been appended; so that instead of a system of mn letters the foUowiog 
may be used: 

(1. 1) (1- 2) (1. m), 

(2. 1) (2. 2) (2. m), 

dn 1) (n 2) in. m). 

These symbols which are perfectiy general 9 have no reference to any nu- 
merical value or physical signification ; but merely indicate their position in some 
primär)' arrangement of the system to which they severally belong. Thus, any 
Symbol (pf (f) in such a system would be that which originally stood in the p th 
horizontal and ^th vertical row, coonting from the top and the left band respec* 
tively. Simiiarly the symboI (q , p) would be that which originally stood in the 
y th horizontal and ;?th vertical row; but since the numbers employed in these 
Symbols have nothiog whatever to do with the nature of the quantity or Operation 
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whose Position they determine, the symbols (p^ q) and {q, p) have in general no 
relation or connexion with one another. 

A rectangular array of mn symbols, as above^ is calied a Matrix^ 
which roay be either square or oblong, according as m is equal to, or not 
equal to n. 

A Delerminant is a Function fornned from a square mairix^ according to 
a certain law explained below, and the symbols constituting that Matrix are calied 
the constituents of the Determinant. When the Matrix consists of n vertical 
and n horizontal rows^ the Determinant is said to be of the nth degree\ because 
as will be hereafter seen^ it consists of an assemblage of terms each of which is 
of that degree in the constituents. If the Determinant (supposed to beof the 
71 th Order) be perfectly general the matrix^ will consist of n perfectiy indepen- 
dent constituents ; but the independence of the constituents is not essential. In 
fact» any relation whatever roay subsist between any or all the constituents ^ and 
a Determinant be nevertheless formed from them ; but the Determinant so formed 
will« as might be expected, possess different properties according to the nature 
of those relations« The principal varieties so arisiug will be noticed in the course 
of this work. 

It will be noticed that the constituents (I9 1)9 (2» 2), • . (n» n) will then 
form the diagonal row passing from the upper left band to the lower right band 
comer. These constituents are calied the Principal Constituents; and the dia- 
gonal the Principal Diagonal] and it may f urther be remarked that to pass from 
a horizontal to a vertical row^ or vice versa, it is only necessary to interchange 
the twonumbersin each of the constituents, i.e. to write (/ftp) for (ptq) or, (p, q) 
for (/ffP^' In any constituent, such as (p, q)^ the number/7 may be termed the 
horizontal and q the vertical index ; because the (irst symbolical number of any 
constituent always indicates the horizontal row» and the second the vertical row to 
which it belongs in the primary arrangement of the System. The Constituents 
(oy q) and (9, p) may be calied Conjugate Constituents. 

There are various symbolical forms for expressing a Determinant suggested 
by the various ways in which the function may be regarded ; sometimes the con- 
stituents are written in füll, sometimes merely indicated by symbols to be combi« 
ned in a particular manner, but when the former is the case^ they will generally 
be expressed by the notation used above. Thus the square Matrix, forming the 
•ubject of the present considerations and arranged in its natural order, will be as 
foUows: 
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(1.) 



(1. 1) (1. 2) (1 n) 

(2. 1) (2. 2) (2 n) 

(n 1)(« 2)..... (n.n), 



and the same matriz witb a vertical Hne on either side of it thos : 



(2.) 



(1. l) (I. 2) (1 n) 

(2. 1) (2.2) (2 n) 



(« 1) (» 2) (n. n) 

is used to indicate the Determinant formed from tbose n^ Constituents. It i$ some- 
time convenient to represent the group of Determinants, which may be formed 
from an oblong Matrix, by a Single formula; tbis is done by arranging the Matriz 
so that its longest side is horizontal adding a double instead of a Single vertical 
lioe on either side of it so placed, thus^ supposing that m>u^ the formula 

(1,1) (1,2) ihm) 

(2, 1) (2, 2) (2, m) 



(3.) 



(n, l)(/i,2) (n.m) 

will represent all the Determinant which can be formed by selecting n out of the 
m vertical rows from the matrix. 

Any Determinant formed from a less number of these constituents is cal- 
led a Minor Determinant of the determinant (2), and is said to be zfirst^ st'- 

cond Minor, according as it consists of (/i — \)\ {n — ^\ of the given 

r? Constituents. Thus a (irst Minor of the above Determinant would be formed 
by omitting any one horizontal and any one vertical row from the Matriz. Simi- 
larly a second Minor would be formed by omitting any two vertical and any tan) 
horizontal rows from the Matrix; and so on. Until an i th Minor would be for- 
med by omitting any i horizontal and any i vertical rows from the Matriz. The 
following are examples of first, Second Minors of the above Determinant: 



(2. 2) (2. 3) (2 n) 

(3. 2) (3. 3) (3 n) 

(n 2) (/i 3) (n. n) 



(2. 3) (2. 4) (2. 1) 

(3. 3) (3. 4) (3. 1) 

in3)(ni) (nl) 
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(3.3)(3n) (3 n) 

(4.3)(r«.ii) (n.n) 

(n 3) (n.n) (n. n) 



(1.1) (1.2) (lr»-2) 

(2.1) (2. 2) (2,/. -2) 

i(» — 2.1)(» — 2.2) (/» — 2, — n-2) 



in which the Constituents are supposed to be reckoned in their cyclic order. 
And generally speaking, if 



7I|9 /ls9 . 


. n,. 


be any i numbers of the series 




1,2... 


.. n 


and 




nj, Tij, ., 


••• Th 



also any i numbers of the same series^ an ith Minor of the Determinant will be 

represented by 

(nx, n\) (/li, n;) (nj, nj) 

(/la, n'i) (/la, n;) (/h, n'i) 



(4.) 



(/!,, »D (/la, 74) (na> wJ) 



and it may be here noticed, that the (n — l)th Minors are the Constituents ofthe 
Determinant themselves. But as there are n horizontal and n vertical rows in 
a Determinant of the nth degree, there will be n First Minors formed by the 
Omission of the n horizontal rows in turn, and the same number by the Omission 
of the n vertical rows in tum ; so that there will be n^ First Minors of a Deter- 
minant of the 71 th degree. In the same way there will be 

71* first Minors, 
(^ 12/ second Minors, 



(' 



n(w-l) (n-t-i-l)V 



1.2 



Y 

) , / th Minors. 



In Order to form all the first Minors of a Determinant ofthe Tith degree, e. g. 
we must omit all the horizontal rows in turn , which we emit eacb one of the 
vertical rows in turn; or, what is the same tbing, we must take all the conibina- 
tions of the horizontal rows, taken (n— 1) and (n — 1) together with eacb of 
the Combinations of the vertical rows, taken (n — 1) and (n — 1) together. The 
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(the Minor consisting of any (horizontal and any iTertical rows, and the (n-i)the 
Minor consisting of the reniaining(n'— i) horizontal and the reraaining (n—i) vei^ 
tical rows may he called Compkmentary Minors» 

The actual form of a Determinant, L e. the developed function of wfaich 
(1) is a Symbol , will be best explained by writing down the fall expressions for 
the degrees 1,2, 3^4) and the snccessive tteps by which fhose expressions are 
obtained. The following equations, which must be regarded as one definition 
of a Determinant (as far as concems the degrees 1, 2. 3, 4), deserve stndy, since 
firom them the wbole stnicture of a Detenninant may be leamt. 

i I (1.1) I - (1.1) 

(6.) { (i.i)(i.2) -(i.i)|(a.2)|-(i.2)|(2,i)|-(i.i)(3.a)-(i.2)(a.i) 

/ (2.1) (2.2) 

(1.I)(1.2)(I.3) - (l.l) (2.2) (2.3)1 +(1.2) (2.8) (2.1) +(l.8)|(2.1)(2.2)| 

(2.1) (2.2) (2.3) (8.2) (3.3)1 (3.3)(8.1) b-^X?^ 

(3.1)(3.2)(3.3) I 

-(1.1) (2.2)(3.3)-(3.2)(2.3) = (1.1X2.2X3.3) -(1.1)(8.2)(25)-|. (1.2X2.3X8.1) 

+ (U) (2.3X3.1) -(3.3X2.1) -(1.2X3.3)(2.1) +(1.3X2.1X3.2) -.a.S)C3.1)(2.2) 

+ (1.3) (2.1X3.2) -(3.1X2.2) 



(6.) 



a.l) (1.2) (1.3) (1.4) 
(2.1) (2.2) (2.3) (2.4) 
(3.1)(3,2)(3.3)(3.4) 
(4.1)(4.2)(4.3)(4.4) 



- (1. 1)(2.2) (2.3) (2.4)1 - a.2) C2.8) (2.4) (2.1) 



(3.2) (3.3) (3.4) 
(4.2) (4.3) (4. 4) 



(3.3) (3.4) (3.1) 
(4.3) (4.4) (4.1) 



(1.3) 



(7) 



(2.4) (2.1) (2.2) -a.4) (2.1) (2.2) (2.8) 
(3.4) (3.1)(8.a) (8.1) (3.2) (3.3) 

(4.4)(4.1)(4.2) (4.1) (4.2) (4.3) 

- (1.1)(2.2)(3.3)(4.4)-(1.1)(2.2)(3.4)(4.3) + (1.1)(2.3) (3.4)(4.2) 

- a.l)(2.3) (3.2) (4.4) + a.l)(2.4) (3.2) (4.3)- (1.1)(2.4) (3.2) (4.3) 

- (1.2)(2.3)(3.4)(4.1) + (1.2)(2.3)(3.1)(4.4)- (1.2) (2. 4) (3.1) (4. 8) 
+ (1.2)(2.4)(3.3)(4.1)- a.2)(2.1) (8.3) (4.4)+ a.2) (2.1) (3.4) (4.3) 
+ (1 .3) (2.4) (3. 1) (4 .2) - (1 .3) (2.4) (8. 2) (4 . 1) + »3) (2.1) (3.2) (4.4) 

- a.3)(2.1)(3.4) (4.2) + (1 .3) (2.2) (8.4) (4.1)- a.8)(2.2) (8.1)(4.4) 

- (1.4) (2.1) (3.2) (4.8) + (1 .4)(2.1) (8.3) (4.2) - (1.4) (2.2) (8.3) (4.1) 
+ (1.4) (2.2) (3.1)(4.3)-(1.4)(2.3)(3.1)(4.2) + a.4)(2.8)(3.2)(4.1) 

The law of forrnatlon of these fuoctions will be sutHdently obvious, if it 
be noticed that wheo that number of rows (horizontal or vertical) is odd, the terms 
in the first stage of the development are äWposiiwet and when the nnmber is epen, 
tbe terms are altemately positipe and negatwe, 

The construction of Deterroinants of the nth order is predselj the same a 
Cnlle« Jkraml f. d. U. Bd. LI. HeltS. Oft 
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that of tbe particular cases above noticed^ and siocetbelaw by which determinants 

of tbe Orders 1» % are coDstructed is sufficieni for tbe formatioo of a delei^ 

minant of tbe order n» we may proceed to construct a function of tbe same kiod 

as tbose of tbe Orders 1, 2 Tbe function in question will tbereforebe writ- 

ten tbus: 



V = 



(8.) 



(1-1) (1-2) (l.ii) 

(2a) (2.2) (2.1,) 



(ii.l)(ii.2) in.n) 



tbe law of formation being as foiiows 



(9.) 



(2.2) (2.3) (2.1,) 

(3.2) (3.3) (3.1,) 



(/i.2)(«.3) in.fi) 



±(1.2) 



(2.3) (2.4).... 
(3.3) (3.4)..., 



(2.1) 
(3.1) 



(«.3) («.4) (if.n) 



±(1.1,) 



(2.1)(2.2) (2.n-.l) 

(3.1)(3.2) (3.«--l) 



(».l)(/i.2).. ... («.!,- 1) 

tbe Upper signs being taken wben tbe number of rows is odd^ and tbe lower wben 
it is e^en. It will be observed tbat at eacb stage of tbe developmeht tbe expres- 
sion consists of an assemblage of terms formed by tbe product of a certain number 
of Constituents muUiplied by a Minor, wbose degree of minority is equai to tbe 
number of Constituents in tbat product, and moreover, tbat in tbe development 
of any Determinant for tbe coefficient of any Gonstituent tbat Minor is seiected 
wbicb does not invoive eitber tbe borizontal or tbe verticai row to wbich tbe Gon- 
stituent belongs. And as tbis ruie bolds good tbrougbout tbe development, i. e. 
in developing eacb Minor in succession, it follows that eacb borizontal and each 
verticai row will be represented once, and only once, in eacb term of ihe final ex- 
pression* In otber words, tbe final expression will be an assemblage of products, 
eacb consisting of n Gonstituents sucb tbat eacb of tbe synibolical numbers 1« 2 . • /i. 
will appear once» and only once, as tbe borizontel index^ and once, and only once» 
as verticai index. 

It remains bowever to determine tbe rule for tbe sign of eacb term in tbe 
final expression. In tbe first place, it will be observed tbat eacb successive factor, 
reckoned from tbe left band in eacb term of tbe result is taken from a Determi- 
nant wbose degree is altemately odd and even. Now in tbe first stage of tbe de- 
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velopment of a Determinant of an odd degree, every tenn is positive ; or, in other 
words» every horizontal index in the first horizontal row, gives rise to a positive 
sign : while in the first stage of the development of a Determinant of an ecen de* 
gree, the terms are aiternately positive and negative; in other words« in every ho- 
rizontal row, every odd horizontal index gives rise to a posäice^ and every ecen 
horizontal index to a negative sign. 

In the first example given above, the first term (I9 1) (2^ 2) is positive 
as is invariably the case; and the second (1, 2) (2^ 1) negative, because the ho- 
rizontal index of the first factor is ecen. Similarly in the second example 9 the 
first term (1, 1) (2, 2) (3, 3) is positive» because the horizontal index of (1, 1) 
belonging to a Determinant of an odd degree^ gives rise to a positwe sign, that of 
(2, 2) considered as belonging to the Determinant 

(2, 2) (2, 3) 
(3, 2) (3, 3) 

is odd and gives rise to a positwe sign; and that of (35 3), considered as belon- 
ging to 

1(3,3)1, 

a determinant of an odd degree gives rise to a positwe sign. In the same example^ 
the term (1, 1) (3, 2) (2, 3) is negative, because (1, 1) belongs to a Determinant 
of an odd degree and gives rise to a positive sign ; the horizontal index of (3, 2), 
considered as belonging to the Determinant of an even degree 

(2, 2) (2, 3) 
(3,2) (3,3) 

is eQen and gives rise to a negative sign : while (3, 2), considered as belonging to 

1(3,2)1 

a Determinant of an odd degree gives rise to a positive sign. There will thus 
be two positive and one negative signs, giving a negative result. And similarly 
for the other terms. 

It hence appears, and the remark is obviously generale that in caiculating 
the sign of any term in any Determinant, it is necessary to pay attention only 
to the factor in that term which are to be considered as belonging to Determinants 
of €pen degree, i.e. to the Ist, 3rd.. n\h if n be even^ to the ^A^ 4th... nth if 
n be odd. Thus taking any term from the third example e. g. 

28* 
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(l,3)(2,4)(3,l)(4,a), 

we need consider only (1, 3) and (3,1); the first of these, having an odd hori- 
zontal index, gives rise to a positiye sign^ and the second having h'kewise an odd 
horizontal index» also giyes rise to a positiye sign; the resulting sign will conse- 
quently be positive« 

Now in all the investigations here considered, the numbers are always to 
be reckoned in their cyciic order i. e. considering 

1,2 n 

as the natural order; the same order is to be preserved whatever number be se- 
lected as the first; thus if i be selected as the first, the cyciic order will be 

iy 1+ l,—.-n, 1, 2^ z — 1. 

This being nnderstood, it will be possible to detennine whether anygiven 
constituent Factor in any term of the final resuit^ have an odJ or an ecen hori- 
zontal index in theDetemiinant towhich it is supposed to belong by considering^ 
whether its horizontal index be s^n odd or an et^en number of places beyond the 
horizontal index of the constituent factor immediately preceeding; it being always 
understood that the factors in the terra are so arranged that the vertical indices 
stand in their natural order. 

The rule then coroes to this. Arrange ihe constituent factor in each term 
so that the vertical indices stand in their natural order» and selectingthe Ist, 3rd.. 
or 2nd, 4th.. (according as the given Determinant be of an even or an odd order), 
determine whether the horizontal indices of those factors are an odd or an even 
number of places from those of their immediate predecessors respectively; the 
termS| in which the number of places is odd, are to be taken posüively^ those in 
which it is e^en, negatifely; the product of tbe signs will give the sign of the 
result* 

It has been seen above by tbe law of its formation ^ that a Determinant is 
the sum of a series of homogenous products, and M. Jacobi and others have in 
consequence adopted the foUowing notation 

V = ^±(l,l)(2,2) (n,ii), 

SO that by the right-hand side of this equation is indicated the sum of terma 
formed by all possible intercbange of the first (or second) members of the binary 
coinbinat]ons(l, 1) (2^ 2) (/i, r^ subject to the condition that in each prodoct 
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all the first members shall be differentf and likewi$e all the secood members« The 

term (1, 1) (2, 2) (jhn) may be called the Pfineipal Temu 

With respect to the rufe of sigos in this case« it is to be observed that whcn 
the horizontal indices of two consecutive factors in the final result are an odd 
number of places apart, those indices mnst have been peitnuted trough an eptn 
number of places (zero being here considered as an even number), to bring them 
into contact, and that when they are an e^en number of places apart^ they must 
have been permuted over an odd number of places; and consequently« when the 
number of permutations, necessary to be performed upon the natural order to 
produce the order in the term in question, is CQen^ the sign will be -I-, and when 
it is odd it will be — • And thus the rule may be expressed in the usual form : 
The sign of each term will be -I- or *— ^ according as it is deducted from 

(1.1) (2. 2) («.n) 

by and even or odd number of interchanges of the horizontal indices, 

The notion of permutations in the formation of a Determinant suggested 
an abbreviated notation to the mind of Mr. Syhester. To quote bis wordst »»My 
roethod consists in expressing the quantities literally as below: 

o, a, ö, as ö| a„ 

o« a» öa a, 0| a, 

ö» a» ö, a, •••^ On a„ 
,,£ach quantity is now represeoted by two letters: the letters themselves taken 
^separately, being Symbols neither of quantity nor of Operation but mere umbrae 
,,or ideal elemenis of quantitative Symbols. We have now a mean of representing the 
,,Determinant above given in a compact form ; for this purpose we need but to 
,,write one set of umbrae over the other as follows: 

öl öa a^ 

»1 aa a, 

,Jf we now wish to obtain the algebraic value of this Determinant» it is only ne- 

»,cessary to take ai, z^. a„ in all its 1. 2 n different positions and we 

„shall have 

\Oi th flfij 

# ( «1 «1 a,] 

= -r± (ai% ^ Oa a ^ a "^ 
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Jn which expression 9i ^ 9i B» represents some order of the numbers 

^1, 2 n." (Phil. Mag. April 1861.) 

Dropping the subject and writing i for 0, as before, we have 

(11.) = ^d=|(l, ,;) (2, iO in, Ol, 

the rule of signs reroainiog as before ; sappose however that the horizontal indices 
of the constituent factors in each term of the final result, instead of the vertical, 
be arranged in their natural order. To produce this new arrangement it is clear 
that the same number of permutations (but perfoimed in an inverse manner), as 
that by which the original was produced, is necessary; and consequently the rule 
of signs will still hold good. This change, it will be observed, is equivalent to 
developing the Determinante by the law given above^ according to its horizontal, 
instead of its vertical row. It therefore foilows that 

Theorem. I. The depeloped expression of a Determinant remoins unchan-- 
gedf (phether it be developed according io itshorizontal or äs i^erticalrocps. 
A result which may be thus algebraicaliy expressed : 



(12.) 



(1.1) (2, 2) (l,/i) 

(2,1) (2. 2) (2,») 

(n,l)(n,2) (n,n) 



(l. 1) (2, 1) in, 1) 

(1.2) (2, 2) («,2) 



(l,n)(2,n) (n.n) 

^±1(1, 'i) (2. h) («, /;)! = 2± Wu 1) (4. 2) (4. n)j 

öl Oa On I J a, aa a„ 

ai aa .... a„ i \ Oi a^ fl« 

The above principles enable us also to establish an other theorem. Con- 



sider the determinant 



1,2. 
1,2. 



*n 

-71 



and let a, ß v^ k be any whole numbers such that 

B + ß + + f + k = n; 

then by taking a vertical rows out of the first a horizontal rows, and forming 
the determinant 



i;^::::l 
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andy similarly, taking the next ß yertical rows out of the next ß horizontal rowt, 
and forming the determinant 

a-l-la-h2 a-l-/? 

a + l a + 2 a + ß 

and so on, untll last k vertical rows be taken out of the last k horizontal rows; 
then forming the determinant 

j a + ^+ P + 1 a -1-/3-1- p-l-2 a + ß + p + k 

( a + ^+ i^ + 1 a + /3+ p +2 a + /?-•- P + k 

it is clear that the product of the Determinants will give all the terms arising 
from the Gonstituents which lie on the Squares about the diagonal of y^ and by 
extending the sign of summation to all combinations in which no vertical row is 
twice employed, all the combinations in the determinant V will be produced ; and 
if moreover the sign of the product be made positive or negative, according as it 
requires an even or odd number of interchanges of vertical rows in V» to bring 
the determinants so formed all upon the diagonal of y^ there will result 

jl 2 n\ [ 1 2 a j j a + 1 a-+-2 ßl ja;+l iM-2 Ar 

^^^•^ (1 2 n\ " ^=*= I 12 a i 1 a+1 a+2 ß \ \v+l v+2 k 

Hence the following theorem : 

Theorem II. If in a deiernunarU o/the nth order^ a^ ß^ k be 

whole numbers such that a + ß .... + Ä = n, the determinant may 
be expressed as the sum ofthe products ofthe deternunanis formed 
from all the groups of a pertical rows in theßrst a horizontal roiPSy 
from all the groups ofß vertical rows in the next ß horizontal rows, 
and so on^ it being observed that no i^ertical row is to be twice em- 
ployed, 

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 

(2,1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) 

(3,1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) 

(4,1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) 



Thus for example: 



(1.1)(1.2) 
(2,1)(2,2) 
(1,1)(1,3) 
(2.1)(2,3) 



(3.3)(3,4) 
(4.3)(4,4) 
(3.2)(3,4) 
(4.2)(4.4) 



(1,3)(1.4) 
(2.3)(2,4) 
(I.2)(1.3) 
(2,2) (2,3) 



(3,1)(3,2) 
(4,1) (4.2) 
(3.4)(3.1) 
(4.4)(4,1) 



(1.1)(1,4) 
(2.1)(2,4) 



(3,2)(3.3) 
(4,2)(4.3) 



(1.2)(1.4)|l(3.1)(3,3) 
(2.2)(2.4)|((4,1>(4,3) 
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In this way» if 



we 



have 



« = /? = =;Ar==Jn, 



n 



.„vU2 '»l^^^ilä aj(a+la+2 aaj((r-l)a(r-l)a+l ., 

^""Ml2 n\ (12 ai(a+la+2....2ail(r-l)a(r-l)a + l n 

aud, by making r äqual to the various divisors of n in succession^ we haye all 
the possible fornis in which the Deteraiinant can be exhibited as an assemblage 
of piodaelt formed from factors of the same orden Thus: 

^±{ (1,1) (2, 2) (3, 3) (4, 4) (6, 6) (6, 6) } 

2±(128| (456) 
1231(466) 
123456) 
128456) 

It follows also from tbis that Detenninants, wbose order is a prime number, can 
be eibibeted in only one form. 

It was Seen from the expressions developod above^ that in determinants 

of the Orders 1 » 2, , if two vertical (er horizontal) rows be interchanged, the 

aga of the determinant itseif is changed ; and if tbis hold good for determinants 
of the (i» — l)fh Order, the signs of all the determinants on the right-hand side 
of the expression for ^, with the exception of the two consecutives, each of which 
contains only one of the rows in question, will always be changed. 

The pair of terms (before the interchange of rows) is 






(V)<i,;+i)"(i,/-2) 

(2,z')(2,/+l)..(2,.-2) 



CS) 



(l,/+l)(l,»+2)-(l,«-l) 
(2,i+l)(2,,+2)-.(2,i-l) 

(n,x4-l)(n,z+2)"(n,«— 1) 



(»,0(n,i'+l)-.(n,«-2) 

aud have the same or diiTerent ngos, according as n is odd or eveä. They be- 
come bj the interchange 



{1,0 
(«0 



a/-i)a/+i)..(M-2) 

C2,«-l)(2.*+l)..(l»«-2) 
(ii.t-1) (i».i'-|.l)..(rt,«-2) 



(1.1-1) 



(l.i.|-l)(l..+2)"(l,i) 
(2,«+l)(2,«-l-2)-(2.«) 



(ii,i+l)(n,i+2)«(i^i) 



Now if n be odJ^ theae expressions have io their present forms the saiiie 
mpKcit s^$ (both +) as (a) aod (ß)i bat when we remoTe the first vertical row 
itt each determiDant to tbe end^ their sign is chaoged. If n be eceih the remoTal 
of the first row to the end does not change the sigD^ bot theo (a') aad (ß*) acquire 
opposite sign$ to (a) and (fi) by the first ioterchange of rows^ 

So that whether i» be odd or even» the result will be a change of sign, and 
consequently the sign of the whole detenniuant will be cbanged; and since this 
is the case for any two consecutive rows, it will be the case for any other pair of 
rowsy since one of the pair will have to make an odd number and the other an 
e?en number of interchanges; hence finally^ 



(l,l)(l,2)..(l,0..(l,/)..(l,n) 
(2,I)(2,a)..(2,«)..(2^')..(2,») 

(n,l) (n,a>..(n,0..(ii,»..(n,n) 



(l,l)(l,2)..(l,»..(l,0..(l,n) 
(a,l)(2,2).,(a,»,.(2,0..(2,») 

(b, 1) (n,2). . {n,/),.(n,i')..(n,n) 



Hence 



12..J..i..n 



Theorem DL l/ttpo pertical or horitontal roc^s an mterchangtd^ the 

signs ofthe determinani is changed^ 
and consequently, when two vertical (or horizontal) rows become identical^ the 
determinant will be eqnal to itself with its sign cbanged; in other words it will t»- 
nish, i. e. 



(15.) 



(l.l)(1.2)..(l.i)..(l,0,.(l,n) 
(2.1)(2.2)..(2.i')..(2,i')..(2,») 



-0 



0. 



(n, l)(n,2).. (n,0. . (n,0««(»».'») 

or ( 1 2«.i..t.*n 
I12..I..I..» 
Hence 

Theorem IV. If two vertical or horitontal rows become identical^ 
the determinant vam'shes. 
The same properties may be proveü inore coocisely as follows: 

GmU«^ Jouraal f. 4. M. Bd. LI. Hell 9. 29 
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«2.."l ^^r)12|.|34..„|-l 
12. .n I L' la! I S4..B I J 

=— [lä:ila::::i] 



since 



and 



12 
J2 



12 
21 



j 12..*../ 
I 12..I..« 



= -*- V 






n 
n 

I2..n 



= 



since 



'•".1=0. 

1../ 



In ccrtain cases a determinaut degenerates into the product of two others ; 

tbuS) if 

(i, 1) = 0, (/, 2) = 0, (I, i- 1) = 

(«•+ 1, 1) = 0, (/+ 1,2) = (/+ 1, /- 1) = 



(/,,1) = 0, (/»,2) = 0, 
tben the determinant 

(1,1)0.2) (1,/) (l,/i) 

(2.1) (2. 2) (2.1) (2,/») 



(n,i-l)«0. 



I 

0-l.l)(/-l,2) (/-l.O {i-l,n)\ 

• • ('.0 ('.«) ! 



• («.0 (».«) 

may be successively reduced until the determinant 

(/,0 (/./+1) •• ('.») 

(«+l,i)(/+l.*+l)--(/+l.ii) 



' {n,i) (n,i -1-1) •• (»,n) 
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is a common factor of ail tbe terms, the otber determinants of tbe order (n — i) 
vanishing, for at the (/— l)th stage ofreduction there will remain only the de- 
terminants formed from (ti— /■+•!) lower rows: bulsince there are only (/i — i+ 1) 
vertical rows in this group^ there can be only one determinant, viz. that mentio- 
ned above. Again, taking tbe first vertical row as the primary^ and developing^ 
it would be found that the determinant may be reduced iintil 

(1,1) 0,2) .. (l,»~l) ! 
(2,1) (2,2) .. (2,1 + 1) 



(*-l,l)(«-l,2)..0-l,»-l) 



Is a common factor; but as tbe whole determinant is homogeneous, and of the 
Order n^ it follows that its absolute value is equal to the product of these two 
last determinants ; moreower the sign of the product will be the same as that of 
the given determinant, since the signs of the terms 

(1,1) (2,2) .. (/i,n) 
(1,1) (2,2) ..(/_1,,-1) 
(i, i){i+\,i+l) .. (n, n) 



are all «t- ; hence 



(1.1) 
(2,1) 



(1.2) 
(2.2) 



(1.0 
(2.0 



(l.n) 
(2,n) 



(1-1,1) 0-1.2) .. (i- 1,0 .. (1 - l.n) 

• • •• ('.0 •• ('•") 



(1,1) 

(2,1) 



(1»2) 

(2,2) 



(1,/-1) 
(2„-l) 



(/-l,l)(i-1.2)..(i-l,»-l) 



(/», i) .. (/i,/i) 

(/,0 o-,i+i) .. (i,») 

(«• *h l.i) (i + 1. i+ 1) .. (*+ 1. n) 



(n,0 (n,i+l) 



(n, n) 



and similarly, ifanother set of constituents vanished, one of these latler deter- 
minants would be equal to tbe product of two otbers, and the whole determinant 
would be equal to the product of three determinants, and so on. The same re- 
sult is also immedialely deduciblc from Theorem II. 

29* 
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Hence, 

Theoreni V. I/m the last (n — i) horizontal rocos ofa determinani 
allj excepting the last (n — i) ^rtical ro^Sj vanish^, the tleternunant 
a^äl be equal to the product ofthe determinants formed respeclioely 
front theßrst i and the last (n — i) horizontal and oertical roa^s. 

This theorem invdves siso tbe followmg: 

Theorem VI. 1/ in one ofthe parallelograms ^hich is a complement 
of toHi Squares about the diagonal ofa deternunant all the Consti- 
tuents f^anish^ then all those in the other complement may be put 
= 0) a^ühout iütering the ^alue ofthe determinants 

Amongst other partieular cases the following may be noticed C 



• * •• • 



.,..(1,1) (1.2) -.(1,1») 
;...(2,l)(2,2)..(^n) 

• ».•(»»l)(/».2) ..(/!,») 



(l,l)(l,2)..(l,fi) 
(2,I)(2,2)..(2,n) 

(n,I)(n,2)-(n,/0 



(l,l)(l,2).^(l.n) 
. (2,2) ..(2,11) 



= (lJ).(2,2)...(iMi), 



which will suggest many others. 

The properties above established may be thus enuDciaIed : 

Theorem VIL The calue ofa Determüiant ofthe nth degree is not 
altered by conudering it as a Determinarä ofthe (n+i) th degree^ 
haping unüs on the Principal Diagonal^ und teros in all other pla^ 
ces in the first i horizorUal and i^ertical rocps^ 

Theorem Vffl. A Determinante allofo^hose Constäuents on one side 

of its Principal Diagonal varush, consists ofonfy its Principal Term. 

It will probably have been noticed by the reader (as will be.proved gene- 

rally in $. III.) that in the case^ of n = 1^2, the result of the elimination of 

^19 X29 from the equations 
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(l.l)r,-f.(1.2)ar,=rO, 

(2,1)«,-K2,2)x, = 0, 

(1,1) X, + (1,2) X, + (1,3) *, = 0, 

(2. 1) a;, + (2,2) ar, + (2,3) *, =r 0, 

(3,1) x,-f.(3,2) x, + (3.3) «•, =: 0, 



is identical wilh the Determinant 



«0, 



(1.1) (1.2) 
(2.1) (2.2) 

(1,1) (1,2) (1,3) 
(2,1) (2,2) (2,3) 
(3,1) (3,2) (3,3) 



= 0. 



At all events, if this (which is easily TerlHed) be assumed, the following 
exainple will illustrate the Theorem abore established. 
If there exitt the three relations 

Ix + my + nz a= u SS Of 
/ja? + m,y+ n^z = Ui =s 0« 
IjX + m^-h niZ ^ u, as 0, 



tfaca 



l m n 



= 0; 



bafy OD the olher hand» we may employ three indeterminate maltipliers X, X|, X^ 
and foitn the equation 

wbence^ equating to zero the coefficient o{ x^y^ t^ respectiyely and eliminating 
X« X|9 Xi|9 we have the Determinant 

= 0, 



/ 


h 


/, 


m 


m, 


m. 


n 


»1 


Th 



irhidi must be identical with the former result; in accordance with Theorem L 
Agaiu any system such as 
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involves elther 



(l,l)x, + (l,2)ar, + (l,3)x, = 
(2,2K+(2,3):r, = 
(3,3)a;, = 






(3,3) = 0, or a-a = 0, 

the latter supposition involves either 

(2,2) = 0, or x, = 0. 

the latter supposition involves either 

(1, 1) = 0, or xi = 0, 

which co'incide witb the result given by Theorem VII, viz. 

(1,1) (2,2) (3,3) = 0. 

The following are examples of the apph'cation of these theorems: 
Let ihere be four/7/a/i^^intersectingin apoint, two of tbem passing tbrough 
the axis of z^ their eqiiations will then be: 

kc + my •+• /iz •+• Ar = 0, 
lio; + 171,)* + niz + Ar, = 0, 
1^ + mjy s= 0, 

/ix -I- m^Y = 0, 

and the determinant fonned from them will degenerate into the product of tisro 
othersy thus. 



4^3 



n k 
wi Ar, 



= 0, 



which is satisfied by either of the following equations. 






= 0, 



n k 



=^0, 



the (irst of which is the conditfon that the third and fourth planes shall coiiicide ; 
the second expresses that the four planes intersect in the axis of zat apointwhere 



n fi, ' 



Hence, either the four planes intersect in this poiot, or the third and fouiik 
coTncide. 
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As anolher ezample; the equations to a cone and its reciprocal have been 

showii to be 

Ax* + By» + Ca' + 2(Fy4 + Gza? -*- Hxy) = « 

; A H G 4 I = 0, 

I G F C <? ! 

■ 4 V «? ! 



an 



dir 



A = 0, B = 0, H = 0, 

ihe (irst degeneraies into the two planes 

z — O, 2Ga: + 2Fr -♦- Cz = 
and the second into the two coincident planes. 



G4 

F.; 



GF 

4 n 



G4|' = 0, 



whicb are perpendicular to both of the former planes^ as they should be, 

§.n. 

On the addition and subtraction of Determinants. 

Suppose that there be two determinants having / rows (vertical or hori- 
zontal) in the one equal to / rows in the oiher respeqtivel^ ; and suppose the rows 
to have been so transposed (Theorem III.) that the i rows in question are concur- 
rent; tbus, if the / rows be brought on to the lighest ievel: 

(1,1) (1.2).. (1,0(1.*+ l)..(l,/i)! 
(2,1) (2.2). .(2,0 (2,^4- l)..(2.n)' 



V- 



(/i. 1) («,2) .. (/i,i) (n.i + 1)'.. («,«)' 

(i.i)(i,2)..(i,o(i.*'+i/..(i,"y 

(2,1) (2, 2). .(2,0 (2./+1)'.. (2,«)' 



(/i,l) (/i,2) .. (ji,i) in.i+ 1) .. {n,n) 

where (1, / •+- 1)', (1, i + 2)' (1, n)* represent Constituents different from 

(1,{ + 1), (l,i'-f>2) (1)") ; these may be also thus expressed: 
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V- I I 2- i(i+l)**iB) 
I l 2 ♦• i(i+l) " » i 

i 1 2*' i(i+l)«v nM 

if it be undentood that the corobination of any two umbrtUt such as h*,i^ pr»- 
duces the Coostituent {h, g)'. 
Then by (theorem II): 

j 12..ii'Ki + l)..i»i 
y-r±i 12..*| j(i+iy..i»M 
ll2../( |(* + l)'..nM 

and conseqnently, the first factor beiog the saine i'o both : 
(1.) 



12../|r((, + l)..») |0+1)..» |i 
1 2 .. 1 1 L f + 1) .. » i l O + l)'.- »»' i J' 



which is the most general form for the addition aod subtractioa of Determioants. 
This result may be enuadated thus: 

Theorem IX, The sum of two Determioants, in which i rows (on a 
certaio level) are respectively equal, is equal to the Detenninant whoae 
<th Minors oo the aforesaid level are identical with the correspoo- 
ding i'th Minors of each of the two given Determinants, and wfaose 
(n— Oth complementary Minors are respectively the sum of the com- 
plementary Minors of the given Determinants. 
'When two determinants differ in only one row of the Gonstituents, thi» 

reduces itself to the ordinary formula, vis. 



v±v'- 



(«.) 



(1,1)0,2) .(i,i,)±(i,ii)M -\r 

(2,1)(2,2).. (2,n)±(2,ny 
(n,l)(/H2) ••(/»,») =fc(/i,»)' 



Inversely, a Determinant of the form y" may be resolved into th« sum «f 
two of the form y and y'. 

A more general form of this is easily seen to be true; thus, 
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(3). 



(I.l) + (l,iy + .(l,2) + (l,2)'. 
(2,l) + (2,l)' + -(2,2) + (2,2y- 



(2,n) + (2,ny. 



(n, 1) + (n, 1)' + •• (n,2) + (n. 2)' + .... («.n) + (n.»)' - 



(l,l)(I,2).-(l,n) 
(2,l)(2,2)..(2,n) 



(71,1) (n.2)"(n.n) (n. 1)' («.2) • (»,») 



(l,l)'(l,2).(l,») 
(2,1)' (2,2) -(2, n) 



(1,1)'(1,2)'..(1,»)' 
(2,1)'(2,2)'..(2,«)' 

(n,l)'(n,2y.(/i./.)' 



Hence the füllowing theorem roay be enunciaied : 

Theorem X. T'he delernu'nant each of whose constituents is the 
surn of several others, is equal to the sunt of the determinarUsformed 
hy all possible combinations ofvertical rocps^ one being taken out 
of each pair found in the given determinani. 
If the number of terms in the first vertical row be /?, that in the second 

q^ and so on, the number of determinants will be p. q 

It may further be .obserred that if any vertical row of constituentSf such 

M (l,iy, (2,1)', , be identical with any other, such as (1,2)', (2,2)', , 

the determinant containing those rows will vanish. 
If 

(1,1) = (1,1)' = ",(1,2) = (1,2)' = ••,-(1,/») = (l,/i)'= .. 
(2,1) = (2,1)' = -,(2,2) r= (2,2)' = ••,-(2,n) = (2,n)' = - 

(n,l) = («,!)' = ",(«.2) = (/i,2)' = ••,-(/i,/i) = («.«)' = .. 
we have the relations 



f» V 



(4.) 



OT (1,1) (1,2) ..(!,«) 
TO(2,1)(2,2)..(2,«) 

«i(n,l) («,2) .,(«,«) 



(1,1) m (1,2) .. (!,«) 
(2, 1> «1(1,2).. (2,«) 

(n,l)0} 0i,2)..0i,n) 



hence 



Theorem XL Ifthe whole of a vertical or horizontal row be multi- 
plied by the same quantitVf the Determinant is muUiplied by that 
. quantity. 

etOiet JoarMl f. d. ■. Bd. LI. Heft 3. 30 
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§-nL 

On the cormexion betvpeen DeterminarUs and linear Equaiions. 

On examining tbe form of the functioa resulting from the elimination of 

], 2, 3 variables from the same number of bomogenous b*near equations, it 

will be found tbat it is identical with that of a Determinant of tbe degree 1, 2, 3. • 
respectively. Thus, by eliminating Xi^ oc^ from the equations 

(l,l)a:j + (l,2)a:, = 
(2,l)a:, + (2,2)a;a = 0, 

(1,1) (2,2) -(1,2) (2,1) = 



we 



find 



u e. 



or 



(1,1) (1.2) 
(2,1) (2,2) 

12 



= 



\ 121 ^ 



and the same would readiiy be found in ihecase ofthree variables and equations. 
Suppose that this holds good for n variables and equations « then 

(1,1) (1,2) .. (1,«) 

(2,1) (2,2) ..(2,«) 



(fl,l) («,2) .. )«,«) 
will be the result of the elimination of ^,, a^ ^a from the equations 

(l,.l)xj + (1,2)*,-»- •• + (!,«)*» » 
I (2,l)ii + (2,2>c, -#..•-*- (2,n)« » 



(1.) 



(n,l)zi •+- («, 2)x, -♦- . • -I- (»,»)xi •=■ 

If , however, the second members of these equations, instead of being zero, 
are.Ui, i/a; *■*■ ^i> the syStem may be wrilten thus: 

((l,l)-5)x. + (l,2)a?, + .+(l,n>r. = 
((2»l)-^)^. + (2>2)x,+ +(2,/»)x. = 



(('»»l)-£)«i + (n»2)a;a + - +(n,n)a:. = 
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(l,I)-S(i,2) .(1,1,) 
(2,l) + 5 (2,2) .(2,n) 



(n, !)- = (/,, 2) -.(n,/!) 



= 0. 



or, by Theorem IX. 
(2.) 



(1,1) (1,2) ..(!,«) 
(2,l)(2,2)..(2,n) 



(a,l)(«,2)..(ii,») 



«I — 



«,(1,2).. et,«) 
«,(2,2). (2,») 

"b («»2) • • Ol,«) 



ynth similar ezpressions for Xj, jtj, •' ^,; so that tbe given equations are comple- 
tely solved. If moreover 

«,»-(1,0)«, «,--(2,0)x , «.--(i,,0)«, 

it would be foand, by tbe inelhod eroployed above, and by Theorem IV., that 



(3.) 



(l,l)(l,2)..(l,«) 
(2,1) (2,2) ..(2,«) 

(»,1)(«,2). .(«,«) 



:± 



(1,2)(1,3)..(I,0) 
(2,2)(2,3)..(2,0) 



(l,0)(l,l)..a,fi-l) 
f(2,0)(2.1)..(2,»-l) 



Oi,2)(ii,3)..(«,0) 

tbe apper or lower signs being laken according as (n + 1) is odd or even. And 
if in addition to tbe given equations there exist tbe relation 

(0,0)* + (0,l)ir, + .. + (0,«)ar« = 0, 

tbe Substitution of tbe values of tbe ratios x:wii..x,t from tbe previous equations 
will give rise to tbe determinant 



(0,0)(0,1)..(0,«) 
(1,0) (1,1).. (1,0) 



-0. 



(fl,0)(M,l)..(«,n) 

wich is tberefore tbe result of tbe elimination of x, X|, .. x« from tbe (/i + 1) 
linear equations 

30* 



286 5. SpoUinßoode, <m DeiemmanU. 



(5J 



(0,0>ir + (0, l)j?, + .. + (0,»)ft, « 
{njOyx + (n, I)ari + • • + (ii,ii)jr« — 0» 



And as it has been sbown that this holds good in the cases where n = 1^ n =: 2».., 
if follows 

Theorem XIL A deierminant of the order n is in general the result of 
the elimincUion o/n variables from n linear equations^ anhose coeffi- 
citrus are the constäuents of the determinant. 

Converseiy, 

Theorem XIII. Ifa determinant of the tdh order Ptmishes^ a system of 
n homogeneous linear equations^ the coefficients ofwhich are the 
constituents ofthegioen determinant^ may alcQays be established. 

By Theorem I it also appears that this theorem holds good whether the 
determinant be resolved according to its vertical or its horizontal rows. 

Besides the cases noticed in the introductory section, the foUowing'are 
examples of this theorem* 

The condition that three straight lines may be parallel to one plane ^ will 
be given by the elimination of x, y, z, from the equations 

la; + my + iw = 
1x06 + mxy + Hl« = 



i. e. by the determinant 



= 0. 



l m n 

The condition that fonr planes may pass through • poiot^ will be giTen by 
the elimination ol x^y^ z^ from the equations 

Ix +my +nz +k =0 

lix + m,y + /i^z + Ati = 

4x -f- n^y + Jiaz + Ar» = 

Ux + nhy + Jij« + Äa = 0> 
i. e. by the determinant 
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^87 



I m n k 
h nti I», kl 

II 171] 71} AT] 

4 m, 71, Ar, 

all of which, when developed, will be found to agree with the usual conditions. 
The following eiample is of frequent occurrence in geometrical qtiestions. 
To find the equation to the cone reciprocal to the com 

A«» + B/ + Ca* + 2 (F>-z + Gap + Ha;y) = 0. 

If 4) 179 i be the co-ordinates of a point on the redprocal cone, the con- 
ditions that the radius vector of this point shall be perpendicolar to the tangent 
plane along the line containing the point (x,y,£i^ will be: 

Aa? -I- Hy + Gz + 04 = 
Gar + Fy + Cz+0^ = O 

Hence elinainating ar« y, z« 0, together, the equation to the reciprocal 
cone will be: 

AHG4 =0. 
HBF17 
GFC^ 
4 WO 

The equation to the given cone may also be thrown into the form of a 
determinant j for writing the above equations in the following manner: 

04-f-O -hO + Ad; + % + Gz=sO 
+ 0J7 + + Hx 4- By + Fz sss 
+ +Ö<J+Gaj+Fy + Cz=0 
eixi-hyri + z^ +0 =0, 

and eliminating 6^, Ot, 0iy there results 



100Aa; + Hy + G£ 
Ol OHx + By + Fz 
001Ga? + Fy + Cz 
xy z 



s 0. 
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The same method is obviously applicable to any surface of the second order, and 
the equation 



may be written in either of the following wayk': 

I Ax + Hr + Cz -♦ 
010Hx + By+F2-t 
(iOlGz +¥y + Cz'i 

X y z K 



L 
M 

•N 



= 



or 



= 0. 



1 Ao: + fiy + Gs 
1 Hx + By + Fz 
0010 Gar -»-Fy+C« 
000 1 La7 + My+Na 

OD y z\ K 

Another form of the eqnalion to ä surface of ihe second ordere similar to 
that to the reciprocal cone, will be given hereaftcr. 



§.IV. 
On ihe MuU'iphcation of Determinants. 

Let it be requircd to multlply together the two Determinants 



= V rl 2 .. n 
12 .. nS 



''=.!•' O' 



1^2'.. n' 
1'2' 



n 



(1. 1) (1. 2) . . (1. /») 
(2.1) (2.2) .. (2,n) 

(n, 1) («. 2) . . (n, ri) 



> — 



(IJO (1.20 .. (l.nO 
(2. 1') (2. 2') . . (2, ny 

(n. 10 («, 2') . . (/,, n)' 



New by what has gone before (Theorem V) , we have 
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-W- 



(1) 






(1. 1) (l. 2) . . (1. n) 
(2. 1) (2. 2) . . (2. n) 



* * . . « (». 1) (n. 2) . . (n. n) 

(l.l')(1.20..(l.n') * * .. * 
(2.10(2.2').. (2.n') * * .. ♦ 

(/i.r) («20 •• («•«') * * .. * 

vrliiGh is one form in wbich the product of the two determinanis may be exhib!' 
ted. But it is clear that for tbe term 

112.. »J ^ M2'3'.. n'/ 

* « .. * (1,1) (1,10 (1.2) ..(l,n) 
« ♦ .. « (2,1) (1,10 (2,2) ..(2,/») 



we may subsitute 



« * .. * (n,l) (1,10 (/», 2).. (n,n) 
(2,20 (2.30 .. (2,n0 • ♦ .. •» 

(3,20(3,3) ..(3,»0 * * .. » 



(n,20(/i,30..(/i,«0 * * • 

or, as it may be also written: 

1.(1,10 2..») 12' 3'..»' 



2..n 



2' 3'../»' 



it being nnderstood, that by the combination of two umbrae such as i, 1. (1, 10t 
the prodact (j, 1).(1( 1)' is furmed. 
Similady for 



we may Substitute 



\l:.:WAll:Z 



1.(1,202,./»/ \3'4'..l'j 
1 2..n i*i2'3'..nM * 



240 



5. Spottiiwoode, an Deiermmcmtt. 



and tbus by continuing the transforiDttion trough all the rows^ we should Substi- 
tute lastly for 



{\l::]Mllf':'''} 



the following: 



f l.(l,n)2..nl f r2'..(»-l)"l 
\l 2.. n J*t2'3'.. n' }' 

And thus, taking the suin of all these terms, we have 

-— [{;•^"^"::}•{^•■r''^'^^^•:"■r}] 

with the usual rule of signs; or, as it may be also expressed: 

(1,1) (1,1)' (1,1) (1,2)' .. (1.1) (l,n)' (1,2) (1,3) .. (l,n) 
(2,1) (1, ly (2,1) (1,2)' .. (2,1) (1,»)' (2.2) C2.3) .. (2,n) 

(2.) 




(n,iy 



(».2) 



(n,n)' 



which is a second form in which the prodact may be eihibited. 

Simiiarly, if ^a indicates the sign of sumroation where the rows (1, 1)^ (1 1), 
are takeo two and two, we may by another transformation reduce the product to 

r ji. (1.^02.(2.0'. '»I )(i;+io«+*,)..(/-iO('+iO..(';-iO| 1 

^-'^=*=Lll 2 ..„IM 3' 4'.. . . n' Ij 

This expression, however, admits of some simplification) in virtue of tbe 
method of the addition of Determinants (Theorem IX^ as we now proceed to sbew. 

Suppose, that a, ß, be any two numbers not greater than riy then in tbe 
two cases 

, / = /? 



I, = a 



the second factor becomes successively 



z = a 



•od tbe first factor 
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^'~"( 3' n' .. n* i 

» j(/J+iO0ff+20..(«-lO(«+iO"C/J-iO{ 

' I y n* , nf S 

•ctor 

^S 1.(1./?)' 2.(2..)'.. »I 

In Order to exhibit tbe sum of ihese two tertos, AA^ BB^ we musf defer* 
inine their signs relatively to one another, when botb tbe second fcetorf are made 
to begin wijb (a+iy or (ß+1% 

(1.) Suppose tbat a and ß.zre an odd niimber of plac«f, iipwrt; theo tbe 
differenee between tbe nümber of permutatioi^s required to bring ibe first factors 
respectively on to tbe principal .diagonal, will be an odd number; and tbus for 
tbe terms will be of opposite signs. Now by tbe same permntations tbe second 
factors, will bave been respectively brougbt also on to tbe principal diagonal; bat 
BS tbey will begin witb tbe numbers (a+1) and (/9+1) respectively, tbey must 
be furtber permuted until tbey botb begin wilb (a+1) or (^+1). But since 
between a and ß^ and consequently between (a-f-1) and (ß+1), tberelie an even 
Dtimber of rows^ tbe transposition of tbeser i-ows in succession to tbe last place in 
tbe roatrix^ will reqnire an epen number of permntations^ wbetber tbe total num- 
ber of rows be epen or odd^ and will consequently not affect tbe signs of tbe 
terms relatively to one anotber. Hence, wben a and ß are an o^J number df 
places apart^lbe two terms are of opposite signs. 

(2.) Suppose a and ß be an epen number of places apart; tben tbe 
number of permntations required to bring tbe first factor on tbe principal dia- 
gonaly will be e^en^ and those required to make tbe second factors begin witb tbe 
same row, will be odd^ so that tbe terms will be of opposite signs, as before. 

Tbis being tbe case» tbe sum of tbe two terms AA,) J3B^ may be expres- 
sed as a Single term» tbus; 

-fl.(l:ay+2.(2,ay l.(l.ßy + %{2.ßy .. n^ 
LI 2 ni 

x\(ß+iy(ß+2y..(B^iy(B+iy..(ß-iy 

CfsüiPs Joonitl f. d. M. Bd. LI. H«fl 3. 3| 
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and by giTiDg ta •and./' all Valoeslfroip 1 tau iDchitiv» «id takjng the sum, we 
have as a third form uoder wbich the prodiict may ba eihibftedf the foHawing 
f ormula : 

(/?+iyo?+2y..(a*iy(a + iy..C9-i)n 

3^ 4'.. n-iJ 



or 



(3.) W'- 



By raoceanvely repeating the procets» we shaold arrive at the formula 
(4.) W^ 



(-ly 



*-i 



(a,iy (ßßy (ß^y ^ ^ 

Theorem XIV. Theproduct oftcpo Determuumts VV\ may be expres^ 
sed by selecting i pertical roa>s front V# cuid i horizontal rows from y', 
tmdformmg aSquare-matrix of Imeo-linear functions of such roivs^ 
so that the Constüuents belonging to the pertical row of V appetnr 
throughoiU the same horizontal rocp^ and the i Constiluent belonging 
to the same horizontal rocp of^ appear throughout the same perti^ 
cal roa^ of the matriw ; tliis mairix bordered with the remairUng 
(#1— i) fertical roops ofV^ and the (n—i) remaining horizontal rotps 
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iM8 



of^j miü he the Mairkß cf ihe Deterrhmani expressmg the product 
of V ond tk. 
When n=iiyvrt have the asaal formal« 

(l,im,l)+(l,2)'Al)-l-.. (l,iy(l,2) + (1,2/(^2)+.. ..(l,l)'(M)+(IÄ'(a^)+. 

(a,iy(i,f)+(W(«,i)+.. cJ,iy(i,«)4.Ä«yÄ?>+,. ..(?,i(ti,»)+Äa)'(?^)+.. 
(•,1/0,1) +(«,a)'(2»i)+.. c«,iy(i,2)+(m2y(2,a)+.- ..(%iy(i,»)+(«,«r(>,»)+.. 



(6) 



(1,1) (1,2) ..(!,«) 
Ca,l)(2,2)..(2,» 



(i,iy(i,2y,.(i,«iy 

(vr(2,2y"Ä«y 

(%iy(«,2y..(«^«y 



(s,l) (»,2) ..(«,«) 

Witb respect to the fonnation of the coostitiients of the product, it vovf 
he aolked that iT the first member of the above equatioo he written thus: 

(j,irci,2r ..(!,•)* 

(2,iy(2,2y..(2,.)'' 



and the eqoation thus: 



(«,iy'(«,2y'..(iH«/ 

theo (hj)" is the rana of the products fonned by taliog io order the terms aloD|; 
theidi'horitojatal row of V' and multiptying them by the terms aloog the /th ver- 
tical row of V (or vice versa); or since the vertical rows may be cbanged into höri- 
zmital) it maj be said that (f^j)" is the sum of the products made by taking the 
terms aloog the «th horizontal row of V with those along the / th horizontal row 
of V (or vice versa). 

In the case where 

(i,iy-ci,i) (i,2y-(2,i) .. (i,«y-oi,i) 

(2,1/ - (1,2) (2,2/- (2,2) .. (2,i,y-(«,2) 



(«,1/ -(!,«) («.Sy - (2,») .. («,«/ - («,») . 
the above exprestion becomes: 

(i,l)» -t- (%\? +..(1,1)(1,2) + (2,1)(2^) + --(I.1)(I,«) -1.(2,1X2,«)+.», 

ÄaD(Hi)+Aa)Äi)-*— (»,«)• -<- (»»S)' + 

(i,»)a,i)+cu)(?,i)-t— (i,«)(i,2)+Ä»)<w+"" (M)' • 

31 • 



IM 



.(l,2)(l,ii) + (2,?)(2,Ä)- 
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- (1,1) (1,2) ..an) 

(Äl) (2,3) ..(2,11) 



Oi>l) 0i»2)..0i|ii) 

GoDversel^ the prodact of two determinants or the square of a dele rmioaDl may 
be resolved into a. siogle df^terroinaQt) as. above* 
Heace the Ibllowipg: 

Theorem XY« j4 dtterminant cphase constüucnis are linear fanc^ 

tions ofgi^en canslituentsj ihp cqe/ficients being the same for each 

horizontal rof^^ is equalto the prodact o/thetupo determinants anhose 

constüaents are thegipen constituents irndthecoefficienisrespectipelY* 

The above scaie of expression for the product of two determioants loay 

be also proved in an inverse order; and for ihii purpose the last fonnula most 

be first proved. 

Assuming the formula, it is not difficult to see its truth : for^ if for con?e- 
nience we call the row 

(2,iyo;j) 



the ith columo of theyth vertical row, it is clear that the ith colamo of the Arth 
▼ertical fow would be 

(2,0' (^*) 



and consequently, if the given Deterniinant be developed by the rule for decompo- 
sing a determinant whose constituents are sums of algebraical quantities, all the 
Determinants formed by the corobination of niore thenone ith column» will vanish. 
In other words, the developed expression will consist of a series of all possible 
Determinants formed from n different columns^ one being taken out of each verti- 
cal row. Now each of these columns is multiplied throughout by a single consti* 
tuent, which may by the principles of the preceding section be placed oatside as 
a mnltiplier of the whole Determinant to ivhich it belongs« And if this be done 
with every vertical row of each of the Determinants , there will result a series of 
terms of the form 



1 r «• ..Inf H'^*^^ ^'^^J •• i^^)f 



t» 



where /»i, n^ «« /i. are the numbers 1, 2, •• n arrpoged in any order. Aod if the 
vertical rows of the Determinant forming the first factor be interchanged so as to 
reduce it to 

\V2f..n'S 

the resqltiog eipretmui will heposilive or negative^ aceording as tbe number of 
^hatlges^is^fpcn or odd. The betör yVwill remaiivthe same througboat, and the 
wbole eipression will tfeerefore beeome : 

with the Ufoal rule of signs; in other words, it will beeome 

which was to be pro?ed. 

In Order to arrive at the eipression oext in the scale to the one first esta- 
blished, we must write the two Determinants in the forms 



(1,1) (1,2).. an) ♦ 
(2,1) (2,2) ..(2,»)* 



(ii,l)Oi,a)«.(fi»ir)« 
♦ ♦ •. ♦ 1 



(2,1/(2,2/., ♦(2,»/ 



(11,1/(11,2/.. ♦ («,»/ 
* ♦ .. 1 ♦ 



(the form of the second differs from that of the first ooly in the interchange of 
the last two vertical rows) and then apply the nile of ninltiplication given.by the 
formula proyed -above. Similarly, by adding another row (vertical and horizontal) 
with a Unit on the priocipal diagonal and zeros in all the other places, and trans- 
posing two vertical rows in the second determinant , and applying the saroe rule 
of multiplication , we should arrive at the third expression in the series« And so 
on, until the whole series was established. From this point of view the Theorem 
may be enunciated as follows. 

Theorem XVI. Ifthe DeterminarUs represented by two square- 
Mairices are to be muUiplied togeiher, any number of (^erlical roa^s 
may be cut off from the one Matrix and, a corresponding number of 
pertical rocps from the other. Euch of the horizontal roivs in either 
one qfthe Matrices so reduced in mdth as afore said, being then frml' 
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tipHed by eaeh honeonialrocp of the othier and the resuüs ofthe mul' 
tipUcation arrangtdas a square-matrix and bardered mlh the twa 
respeetice sets ofceriical rodPs cut off, arranged symmetricaUy (the 
one set parallel to the ravQ vertical cmd the other set parallel to the 
ne(P hörhöfUat row^ the complete Determihant represented by the 
neup Matrix so bordered {absfraction mß/ie ofthe algebraical sign} 
^ül be the product ofthe tivq original Determinants. 
It should be obsenred tbat^ in order to multiply together twoDetermioanfs 

whM0^degree$ are not tke same «dditknial liMs^ both ▼•rtiod and homdotali; 

(with nnita od tbe prindpai diagonat, and serös in all other places), nmstbe added 

to the Determinant of the Iower degree^ mtii the degrees are equalited) after 

which tbe roles giveo aboye become applicable. 

It will perhaps be worth while to exhibit the above results in conoeiion 

with linear eqoations. For this purpose consider the same systeni tf Rftear eqna- 

tions as before, and also the derived System 



(7.) ^ 






(%iyth + (%2)'ii, + •+ (%nyii, -# 

j(a,iy(i,i)4-(2,2y(2,i)+-i*i+i(2,iy(i,a)+(2,2y(fc2)+..i«^+..-^ 

the latter qrstem theo gires: 

(i,iyai)+iiÄ'(2,i)4- . (i,iy(it2)+a,2y(2,2)+ .. • (^lyci,«) + oßy(M^'^ 
Äiya,i)+«2y(2,9)+.-(2,iy(i,2)+(2Ä^(2Ä4-- ^ 

(Myci.i)+(a,«yÄi)+-(%iy(i,2)+(ih2y(2,«)+....(i^^^^ 

«i «f «• I 

(24y(M) + (2.2y(2,l) + ..(2MlÄ + (2,2y(2^) + --.(2jy^^ 



(My(i,i)+(%2yw)+-wy(i,2)-i-(i^v(2,2)+-- •• w^^ 

On the other band, writing the two Systems of linear equatioos.as one System 
thns: 



Ai SpomUDOOthf OH iMi^f^tOHniM» 



a«7 



« -4- « +••+ * +(i,iyii,+(i,2)'ii,+..+(i^yn,-»i 

there mqr be dedaced 



(],l)(2,l)..(n,l) « » .. • 1*1= 
(l,2)(2,2)..(ii,2) « • .. • 

(l^)(2^)..(iV>) • • .. * 

-1 « .. • (i,iy(2,iy..(ii,iy 

• -1.. » (l^y(2,2)'..(n^y 

« « ..~i(My(2.ny..(iv»y 



# # •• 4i ^1 ^ •• ^« 
(l^)(2^)..(/l^)4i • .. • 

(l,n)(2;i»)..(/i,n)4i « .. « 

-1 • .. ♦(i,iy(2,iy..(ii,iy 

• -1.. m(l»Y(%2y..Cnßy 

« • ..— i(i^y(2ki»y..(n^y 



A comparison of the two Systems reproduces the formula (6). Similariy, by nsing 
the partially derived system9 

i(i,iy(i,i)f..+(W«i)i «I+..+» (i,iya^)t..+(iÄ««)» Ä+(i^iyt^^..+(UK-^ 
^ i(a,iy(i,i)+..+(2^fti)i#.+.,t i(2,iy(V)f..+{a^y(d;ii)i :r ♦<2.f+iyKMt..+ft»)«ii-^ 



(«.) /i(ay(i,i)+..+(My(Hi)i «»+..+ ittiy(M)+..+tto'(^)i«i+(<^iyi<^it..+(^>«.,.-«. 



(•,1) ar»+..+ 



(•»») Ä 



♦ +..- «■ —0 



«od proceding as before, and giviog i all vaiues in snccession from 1 to n inclusive, 
we «hottld obtain tbe scale of expressions previoasly establisbed. 

In Order to pnt these resalti somewhat more m endence^ the cases of 
f» as 2 and n ss 8 may be written in fall : 



ab 
cd 






24B 
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OOa« 

• Oc<f 

• i900 

y<f 


J5S «• 




0i ay6 

tf a eyJt 

ß S 




a-l-& ^8 
eä+dß 


0y4^<f 
ey^S 






a b c 
a* b\ <f 


' 


mß y 








a b c 
ä'b' c* 
0"Ä"e" 
a /8y 
a'jÖ'y' 
a"/8^y" 






«' a' a •*' b V 




ö' • 0* a' o'a" b'c' 




©•a 0^a' 0*'a" Ä'c| 




ß 

y 




^ 

y 








00 
00 





a »^b ß a a'+Ä ^ a^+Ä ß" c 
^■M+b*ß a'9fyhb*ß' af^f' + b' b". e 

y / y" 

o -8 + 6 ß-¥cy am'-i'b ß'+c^ a%".'^b ß"+e y" 
a« a + Ä' /J+c'y o' a' + Ä' ß'-t-e'y' afaf-k-b' ß^ + f y" 
0* a + b"ß+ti"y d"a' + *"^' + c'y 0^a"+6" ^' + c" y" 

7h^ above scale givet the various ways in which the.product of two Deter- 
minants, tnay be exhibhed as a single Deterroioaot o( the degrees 2ii) 2n— l«..i» 
respectively. The product may however be exhibited as the suna of a aeries of 
productt similar to itself : a form which is of gceat use for the establishment of 
geometrical Theorems. 

Let V and V have the saroe significations as before, and let them be thns 
expressed: 
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V — -r± 



V-^± 



D12../J |(i+i)a+2)..i, ii 
i2..*r 1 0+1) (1+2) ..I» I J 

Dl' 2' .. i' j I (*•+ 1)' (i + 2)' .. n' j 1 



it beiog tapposed that one Matrix V is cut horizontally aod tbe other V vertically. 
Theo one term in the product W will be: 

ci 2 .. n C(i+i)(i+2) .. «> cr2'.. t') C(i-i-i)'(t+ay ..%'} 

|1 2 .. l(« + l)(« + 2) .. nSll'Tf., OiO-«- !)'(« + 2)' ..«'j 
_ Cl 2 .. «) ((H-iy(i + 2)'..»'> (1'2'.. i"} f(,.|.l)(, + 2) ..«1 
"• il 2 ,. ij ((«-»- ly (« + 2)' . . »'5 |1'2' . . O lO-»- 1) (« + 2) . . » 5 



(1, 1) (1,2).. (1,0(1, «•• 
(2, 1) (2,2).. (2,0(2, » - 



•iy..(i,«y 
iy..(2,i./ 



(^ 1) (t, 2) . . (i, (»•, « + ly. . (••, »y 

* * .. *(i-i-i,«+iy..(«+i,jiy 

* * .. * (ii,.-i-iy..(ii,«y 



(1,1)^(1,2)' .. (1,0^ • „ * 
(2,iy(2,2)' ..(2.0' • - * 



(i, iyö,2y ..(1,0^ ♦ .. * 

(i+l,iy(i+l,2y..(t+l,2)'(,+l,f*-l)»(rl-l,ii) 

(n,iy(ß,2y .. (ii,o'(«,i+iy-(ii,ii) 

Now the other terms of V' will be fortned by intercbaogiog in every possible wav 
the vertical rows of its constituents, so that (n — i) of them stand in their cyclic 
Order in the last (/i — t) places, first factor of tbe above expression, and the remai- 
ning I in their cyclic order in the first i places of tbe second. If tbis be dooe, the 
tcnn 



(12 . i) (0 + l)(i+2) .. n) 
|12.. »VK,+ l)(»+2)..4 



of V will bave been multiplied idIo every term of V^ Again , the other terms of 
V will be formed by interchanging in eyery possible way the horizontal rows of 
its constituents, so that i of them stand in the first factor and the remaining (n^i) 
in the second. If this be done and the yarious horizontal rows written in their 
natural places^ and if^ after every interchange, the interchanges , wilh respect to 
V, be performed as before, every term of V will have been successively multiplied 
into every term of V^ But, the rows of V remaining fixed, the sum of the terms 
formed by interchanging the horizontal rows of V^ will be 

l 2.. i\ * |(i+iy(i+20../*'t ' |l'2'..i1 • ki+l)(i+2)..n\y 

CrtUs'i Joonial f. d. M. Bd. LI. Hefl 3* 32 



-^± 



260 



5« SpoMmDOode^ an DeiermimmU. 



the sign of summation referring only to the rows of V; in other wordt^ it would 
be equal to 

where 



Vi=(l,l) (1,2) ..(1,0 iU+l)Uhny 
(2,1) (2,2) ..(2,0 (2,/+iy.(2,iiy 

(i,i) (^2) ..(/,/) (/,/+iy.-(/,«y 

(/+i,i)(r+2,?)..(/+i,ov+i,^+iy..ö+My 



Ä^ 



a.iy (1,2)' ..(1,0' (i,/-^i)..(i,n) 

(2,iy (2,2y ..(2,0' (2,^+!)..(2,ii) 

(/,iy (^2y ..(/,o' (/,/-#- !)•.(/, ») 

(^+l,l)'(/+l,2)'..(/+l,0'(/+l,/+l)..(^l,i») 



(»,!) (»,2) ..(/y,/) yn,i-hiy.(n,,iy l(/i,iy (it,2)' ..(«,0' (ii,^-^lWii,«) 

And if upon this expression the interchanges, with respect to V'. be performed, the 
result will be a series oi* products of Determinants • differing from the above only 
by the intercharige of the vertical rows V'. The final result will therefore be: 

It may further be remarked that if the vertical rows belonging to V',which 
stand in the Factor V2 be written in their natural places, the terms under the sign 
of summation will all be positive. Hence the following 

Theorem XVII. Jfihere be tcpo Determinants A and B, each ofthe 
n ih degree^ and if A be dmded in one way into any topo paris, con- 
taining nth and (n — p) vertical rows respectively^ and i/B be diPi- 
ded in all possihlc ways into tcpo parts containing n and (n — p) ver» 
tical rows respectively : the product of the two Determinants will be 
equal to the sum ofthe products ofthe new conjugate DeterminarUSy 
which result from the successive interchange of one of the parts of 
A with the corresponding part ofB. 
(This Theorem 9 together with the examples relative to tetrahedra and 
bisangles, was given by Mr. Sylvester ^ Philosoplical Magazine Decbr. 1862.) 
The following are examples of the various methods of multiplication. 
Suppose that we bave two tetrahedrons , whose volumes are represented 
respectively by one-sixth of the respective Determinants 

ooi yx Zi 1 4 m ^1 1 

^2 r« ^ 1 4 172 <?2 1 

^4^4 «4 1 4?74<?4 h 
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^r» yVv 2y. representiDg the orthogonal coordioates of the point r in one tetrahedron, 
and ^rj Vr9 ir t^c same for any point (r) in the other. Their product may be repre- 
sented (striking off the last colamn only from each matrix) by the Detemninant 

^xi li ; -Sar, I2 ; JSxi gt ; 2^1 14 ; 1 

-S'ara 5i ; -S'ara Si 1 -2'ar, §a J -Sara ^4 5 ^ 

-2'a:4 I, ; -i' j?4 1« ; -2'ar^ J, ; 2'ar^ |^ ; 1 

1; 1; 1.; >; 

where, in general any such term as JS'a:^*^ repiesents 

Again , adding 

to the respective horizontal and 

-U4.*; -1-24^; -U4'; -U4* 

to the respective vertical rows, the above DetenniDant becoines (after a chaoge 
oF signs, not affecting the result) the — l^h of 

^(«,-l.)*; 2(*,-i,yi sc*,-U)*i ««.-«4)*;i 
^«,-|.)N Ä«.-!.)*} ^(«.-W; i(«.-l«)'; i 
2(«.-l.)»; 2(*. -«,)•; ««•-«.)*; ^(«, -!.)•, 1 

i(«,-|,)»; 2(«,-|,)«; 2(**-&>»j ZC»*-S4)*jl 

1; 1; ij 1? 

Or calling the aogular points of the one tetrahedron a, b^ c^ d^ and of the other 
Pf q^r^Sf 8X36,1, e. 288 times their product is represented by — IX the Deter- 
minaot 



(«P)*; 


(« 9)' J 


(a ry ; 


(a 5)' ; 


1 


ibpy; 


(* 9)* ; 


(Ar)"; 


(Ä5)»; 


1 


(cpy-. 


(^ 7)' ; 


(c r)« ; 


(c 5)« ; 


1 


(dpy: 


(d qy ; 


{d ry ; 


{d sy ; 


1 


1; 


1; 


1; 


1; 


0, 



and of course^ \{ p^ q% r, s^ coincide respectiveiy with a^ by c^ d: 676 times the 
Square of the tetrahedron ab c d will be represented under Mr. Cayleys form 

32* 
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0; (abf; iac)\ .{adf-, 1 

icäf', {cb)\ 0; (cd)'; !•) 
{ddf; (dby-, (de)«; 0; 1 

1; 1; 1; l; 0, 

fonr out of the sixteen distances vanishing, and the remaining twelve redncing to 
six pairs of equal distances. 

The demonstration of Mr. Staudt's theorena for triaoglet is. obtained in 
precisely the same way by tbrowing the prodact of the two deteitninants 



«I Pt 1 




«. fli 1 


*«y« 1 


and 


i,nt 1 


x,p, 1 




&^. 1 



under the form of — ' th of 



-1 

+ 1 

+ 1 





Wben the two triangles coincide, calliug their angular points a,b,c, the above 
written detenninaut becomes 



^(*.-l.)' 


5 ^(ari-&)« 


; :?(*,- !.)• 


^(^.-W 


; ^(*.-&)' 


; -SC^t-W 


^(*.-li)» 


; ^(*.-IO* 


; -S(Jr.-|.)' 


1; 


1; 


1; 



; 


(«*)• 




(ac)« 




1 


(Äfl)«; 







{bcy 




1 


(c o)« ; 


(ci)' 









1 


1 ; 


1 




1 







or 



the negative of which i$ the weii-known form expressing the Square of four ti- 
mes the area of the triangle abc. 

Again for two triaogles we have by the second inethod : 



*) The eorref pondiog qaantitr to the abore determinank for the case of the triangle (hereafler fiTen) 
isideatical with theNorm to the im of the ridei. I [p.p. Sylyefter] have tacceeded in fiodiag tiMFatitar 
(of ton dimensioni in reapect of the edges) which maltiplied by the aboTO Determinanl Üidf , 
the Nomiy to the fiun of the fheea, i. e. the anperficial area of the Tetrahedron. 
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Xi x% x% 

Vi y% V* 
1111 



Ix & I. 

Vi % ??• 
111 



*l h 1, 




U "»•» «% 




yi «71 >7« 




Vn y, 1^. 


+ 


1 I 1 




111 





»i I« !• 

1^1 >7t <7a 
111 



111 



«t & li 
1^1 >?• >7t 
111 



»7» y« »• 
111 



and coosequently, if ABC, DEF be any two triangiet, 

ABC X DEF = ADE X FBC + AEF X DBC + AFD X BCE. 

Tbe following are examples of the asual formola for the naultiplication 
of Determinants. 

The conditioo that a surface of tbe second order hat no centre , is inde- 
peodeot of the direction of the coordinate axes. In fact , the condttion is 

A H G =0» 

HBF 

G F C 

which by a change of the direction of coordinate axes, and by writing for brevity 

A«* + .. — A«* + V + C2« + 2(Fj(«+Grx + Ha!y) 
A:r$-4-.. = Ajr| + Byi7 + C«C + F(yS-»-«9)+C(«| + jrO + H(aDj+yD 
AP -*■ ., Abu + .. Abt + .. ^ t m n * A H 6 - 0, 
Aml+.. Am* + .. Amn + .. t wl fl HBF 

Aid +.. Aii« + .. An' +.. I r m" n" 6 F C 

which, as in the former case, proves the proposition. 

The following examples are taken from an interesting Memoire by 
M. Joachimsthal. (Grelle, tom. XXXIX.) 

Let the equation to a conic-section be 

and let (or, y), {pcf^y*)^ (x^\ y") be thrcc points^ either situated upon the curve, 
or not; also let 
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a« 



+ 



i« 



1=(2.3), 



then writing 



-^+^-l=(2.2) 
-5i + Tr-l = (3,3) 



£!* y*y 



^+¥-l = (3,l), 

^+^-l = (l,2). 



1,2.31 = 



^ IL 1 



=**Ä 



1,2,3 1' = 



a 4 ""* 

o 4 ^ 

fl' gl 1- 

o 4 ~ * 



«A 



wbere A is the area of the triangle whose angular poiots are at (a?, ^), (it', y*), 
(ae**, y"), there resnlts 

11,2,3 II 1^3 1' = -^.; 
bot by the theorein of the present section : 



1 1,2,3 1 1 1,2,3 I' = 



and conseqneotly: 
A 



(1,1) (1,2) (1.3) 
(2,1) (2,2)(2,3) 
(3,1) (3,2) (3,3) 



= 4flÄ{- (1,1)(2,2)(3.3) + (1,1)(2,3)« + (2,2)(3.1)«+(3,3)(1,2)« 
-2(2,3)(3.1)(1.2)y. 

This formula coinprises a Idrge number of theorems. 
When the triangle is inscribed in the conic 

(1,1) = . (2,2) = , (3,3) = 0, 

and ifftgfh be the chords joining the points two and two. and F. G, H the 
dianieters respecti'vely parallel to/fg^h, 

— -*(<>♦ i;— -^ -* — (t "g* 



semi- 
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aod coDseqoently 

which expressesy that, twice the area of a triangle inscribed in an ellipse is to the 
product of the pnndpal axes as the product of the sides is to the product of the 
diameters parallel to thenu 

If the ellipse becomes a circle, 

where r is the radius of the circle , and consequently 

^ = 17 

and dividing this by the corresponding equation in the ellipse, 

F6H 






ab 



and consequently 

The radius of a circle which passes through threepoints on an ellipse, is equal 
to the product of the semi-diaroeters parallel to the sides of the inscri- 
bed triangle y divided by the product of the semi-axes« 
The equation to the conic, when referred to one of its foci as the origin, is 

And if 1/9 p, (P be the tliree focal chords /parallel to the three sides of an 
inscribed triangle, s another focal chord perpendicular to the major axis, and r the 
radius of the circle passing through the angular points of the inscnbed triangle^ 
there would be found, by a process similar to that used above : 

In the general formula given above , when the tbree points are conjugate, 
that is to tay, when the polar of each passes through the other two^ we have 

(2,3) = 0, (3,1) = 0, (1,2) = 0, 

-j + ^y is equal to the distance of any point from the 
centre of the conic, divided by the semi- diameter parallel to that distance; 
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so that, i{ ty e't e'^ be the distances of the three conjugate points from the centref 
and df d\ df* the semi-diameters respectively parallel to them, the area of the tri- 
angle will be given by the equation 

§v. 

On redundant Systems f and Groups of Determinants. 

The System 

!(1, l)ar, + (l,2>r, + • • + (1, n)xn — th 
(2, IK + (2,2)ar, + . • + (2k nK = M, 

(m,l)a?i + (m^)a7, + • • + (m,n)x^ — u^ , 

where m>ny inay be called redundant System^ there being move equations tban 

necestary to ueterniine the unknown quantities. There are^ however^ some re- 

markable formulae connected with the Solution of these equations^ which maj be 

here noticed. Suppose from the aböve System there be formed the foUowing de- 

rived System : 

(l,l)''x, + (142^0;, + . .+ Qhnrxn = f, 

(2,ir^,+ (2,2)"x, +. • + {2^r^, = P, 



(2.) 



where 



(3.) 



(1,1)'m, + (l,2)'a, + • + (l,m)'a, z± p, 
(2,l)'i/. + (2,2X0,+ .+ (2,myii. = P, 



(ii,iya, + (n,2ya, + • • + (njnyu^ = v, , 

so that the yalues of (1, 1)'^ (1, 2)", . . are obyious, beiag in fact identical vith the 
coostituents of the determinant discussed in §. (IL) 

Theo every group of n equations out of the first system , will give at 

usual : 

iV(x,) = [1. l]u, + [1.2]ii, + -. + [l,n]ci. 
V(a:0 = C2,l>i + C2,2>, + -.+ [2.»K 

V(<r.) = \n, l]ei, + [w,2]a,+ •• + [/i,»»]a» 
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where x^, x,» . . have been enclosed in parentheses, to indicate that their values 
have been deduced from a redundant system. 
And the derived system will give 

i v"^, = [1, ij\ + [1, 2yv, + . . + [i,/i]x 

f V'^o:« = [n, 1]'V, + [/i, 2]'V, + • + [n, njfp^ 

But if there be formed a series of partiaHy derived Systems, that is, Systems 
derived by taking into account in succession the groups of n only out of the given 

equations, or, in other words, by putting (m — n) of the quantities Mj, i/j u», 

in turn equal to zcro, the quantities V", [1^1]", [1,2]", in each such system 

will be reduced simply to the determinants considered in §. V. ; and in fact, wheo 
the first n out of the given equations are taken into account, or, which is the same 
thing, when in the equations immediately above, 

M»+i = 0, u^i == 0, ... . M« = 0, 

then by the principles of §. V. : 

V' = w 

( [l.ir = [1.1] [lil]'^ [1.2r = [1,2] [2,1]', .. [l,nr'= D,/»] Ln,iy 
\ [2,1]'' = [2,1][1,2]S [2,2]'' = [2,2] [2,2]',.. [2,/i]"= [2,/,] [/i,2]' 

( C«, ir = [«.13 [l»»]'» ["»2]" = [n,2J [2,«]', .. [n,/i]" = [n,4[iv»]', 
so that the first group of equations will become : 

/ WX^i) = [1,1] [l,l]V, + [1,2] [2,l]Va+ .. +[l,n] [n,l]V. 

• .. ) WW = [2;i] [l,2]V, + [2,2] [2,2]Va+ •• +[2,/i] [7i,2]V. 
^'v ] ^ 

f WX^n) = [nA] [l,n]V, + [/i,2] [2,/i]Va+ •• +[/i,n][/i,/i]V, 

Hence, summing all the corresponding equations of the various groups so 
formed) it is not difficult to see that by the principles of the additiön and multipli- 
cation of determinants^ 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 33 
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! 4:1,1] [1,1 j = [i,ir, 2[i,2] [1,2]' t= [i,2r,..4u] [1,/ip = ii^r 
2[2,1] [2,1]' = [24r. 2[2,2] [2,2]' = [2,2]^..4W [2,n]' = [2^]'^ 
-2[n,l] [n^y = [/i,l]" 4^,2] [n»Y = [/i,2]-,. .^iHn] [/i^]' = [r^nT, 

jsw' = V' 

and conseqoently, 

The number of groups will be 

(lyi — l).»(m — it+l) (m — l)*>(ii— 1) 

'^^ l,2..n — '*• (l,2..(m-.») 

Hence the following theorem may be enundated: 

Theorem XVIII. J/ihere be m linear equations invobing n varia- 
bles^ m being > n, or m = n, the palues ofthe variables may be de- 
termmed by solving the partially derived Systems corresponding to 
each group ofn equations^ and dividing the sum of the values so 
foundy each mukiplied by its respective deternunant, by the deter- 
minant ofthe completely derived system. 

A particular case of these equations is roet with in the method of least 
Squares; for let 

ü = 2:{(1. i)a?i + (2, Ox,+ .. + (/!, iV« - w*|% 
the equations 

will in fact give: 

J(2,0 {(l,*)x, + (2,»)«, + . . + (r*,iX - M,} = 

• • • • 

2(n,i){(l,0X|+(2.i)«, + .. + (n,i)9:;,-.u,} « 0, 
and will differ from tbose given above only in the conditions 



/ 
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(1,1)' ^(1,1) , (1.2/ = (1,2) . .. (l,m)' = (l,m) 
(2,2)' = (2.1) , (2.2)' = (2.2) . .. (2,m)' = (2,m) 

• • • • ■ • 

(m, \y = (m, 1) , (m,2)' = (/n,2) , . . (m. m)' = (/n,m), 

and coosequently also 

[1,1]'= [1.1] . [1.2]'= [1.2] . .. [l,m]' = [l,m] 
[2,1]' =[2.1] , [2,2]' = [2.2] , .. [2,m]' = [2,m] 

• • • « • 

[m,iy=Kl] , [m,2]' rr: [m,2] , .. [m,m]'= [m,m] 

and fioally) 

JSV^(<g|) .SV^(a?t) ^V(*ii) 

Hence also the following theorem may be enunciated : 

Theorem XIX. Jf there be m linear equations iiwohing u varia- 
bles, m being >/i, or == n^ and ifthe values ofthe variables dedu- 
ced from each group of n equations be muUiplied by the square of 
its corresponding determinant^ the sum of aü such quantitiesy divi- 
ded by the sum of the determinantsy cvill express the values ofthe 
variables deduced front the equations by the method ofleast square. 

The Square of the determinant corresponding to each group is called the 
cpeight of combination. 

Before quitting this subject^ there are one or two points which may be 
noticed. The Solution of the equations arising from equating the partial diffe- 
rentia) coefficients of U to zero, may be thus written : 



V^x, « [2,l]V,+I2,2Xu\+..4-[3,n]V 






wbere 

tt' - a,I)«i -*- (1.2)14 + ••+ (Iv«)«, 
• • - (2,1K + (2,2)tt,-*- ••+ (2,f»)ii» 



Um - (fhl^Ufi-inßyut +" -t- (ß^')m, 
in which expretsions the quantities 



33' 



5, 



ri,ij-i[f,ir i2^ 









»m tiUeA tfae »elght» of tbe determinatiofM of jr, , Xt, • — • «,. If onlr n 
YatioD« b# taken iato accoani, the nameraton of tfaese eipmsions become sun- 
ply V^. If « be the error to be feared i'o a determioatioo wfaose weight is 
nnity, tbe error« Ei, f^ .. E, to be feared in the abore detemiioations will be 



E.==fc.VWr, E, = =.eV^, 



E.==-^V^ 



-ZV 



§.vi. 

On Skeof D'terminants. 

A determinant whose constituents satitfy the cooditions 

« (1.2) + (2,1) = 0, .. <M)+ (n,l) = 



(1.) 



In thic caie 



(2.1) + (1.2) = 0, 



,.(%n) + in»)^0 



(n,l)+(lji) = 0, (71,2) + (2./J) = 0. .. 



(1,1) (1,2).. (M) 
(2,1).(2,2)..(2^) 

(n.l)(n,2) ..(»,«) 
ihen writing 

V 11,1 1 - 2(l,l)[l,l] - V, V 1 1,21 - 2(2,2)n,2] 



(2.) 



.. Vll.nl -2(.i^)[l^] 
V 12.11 . 2(l,l)[2,l] V 12,21 - 2(2,2)[2,2J - y .. Vi 2,n| - 2(ii^)(2^] 



VIMI-2(I,I)[«,1] 



Vln,2l - 2(2,2)[fi,2] 



.. Vl«,»«-2(ivi)[ivi]-.v 
and forming the determinants of ihe expressions on each side of these quantities, 
we have: 



V 



tl,ilil,2l..tMI 

19,11 >2,2i .. t9,iil 



2(1,I)[1.1]-V 2(2,2)[1^] .. 2(n^)[l^] 
2(I,l)t2,l] 2(2,2)[2,2] - V • • 2(fi^)(2.n] 



2(1,1)[«,1] 



2(2,2)(«,2] 



l(iMi)[ii,»-]V 
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which , after an interesting but somewhat troublcsome redactioD , is found to be 
= V; so that 



(3.) 



jl,l| |l,2|..jl,»| 
|2,1| |2,2|..t2,nj 



= 1, 



|n,l| |/i,2| .. \n,n\ 
a relatioD which expresses the compatibility of the system (11) written below. 
The following is the reduction of the case, where n = 3 ; 



V 



|1,1| |l,2j |1,3| 
j2,lj 12,2j j2,3| 
|3,1| |3,2j j3,3| 



OT 



V{ (I,l)(2,2)(3,3)2« - 3,(1, 1)(2,2)(3,3>2« +3,(1,1)(2,2)C3,3) 1 2 -(I,l)(2,2)(3,3) j } 

+ (2,3)«(l,l)f +(2,3)*(I,l)( 

+ (3,1)*(2,2)[ +(3,1/(2,2)| 

+ (1,2)«(3,3)^ +(1,2)«(3,3), 

- ;7*{a,l)(2,2)(3,3)+ (2,3)»(I,1) + (3,1)«(2,2) + (1,2)«(3,3)} 

-V] 
The formula (2) of |he present section give rise to the following relations: 



0,1) 



(4.) 



V"p^{ii,i?+[i,2p+..+n,«]»> 

- §|{[l,2]« + (2,2p + .. + [2,i.]»} 



(6.)< 



- ^{ [l,n]« + [2,«]« + .. + [«,«]« } 

I {(1,1) [l,2]+(2,2) [2,1]} V-2(l,l)(2,2){[l,l] [I,2]+ [2,1] [2,2] +..+[«,!] [n,2]}-0 
{(M)[l,3]+ (3,3) [3,1]} V-2 (1,1)(3,3){[1,1] [1,3] + [2,1] [2,3]+.. + [M] [«,3]} -0 

|{(2,2)[2,3]+(3,3)[3,2]}V-2(2,2)(3,3){[l,2][l,3]+[2,2][2,3]+..+[«,2][«,3]}-0 

(l,l)lI,lj + (2,l)J2,l{+.. + (n,l)iii,l|-(i,l) 
(l,2)jl,2| + (2,2)!2,2| + .. + («,2)!n,2| = (2,2) 



(«•) ^ (l,2)|l,l| + (2,2)|2,J/+..+(n,2))«,l| (1,2) 

(1,I)|1,2| +(2,l)|2,2J+.. + (n,l){ii,2J --(2,1) 



m 
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The same result is readily obtaiaed by means of linear eqaations, as follows. 
Consider tbe system 

l (l,l)a?, + (l,2)af, + • + (l,n)a:. = w, 

rn^ )- (1»2)*, + (2,2)a;, + .. + (2,n)ar, = i/, 
V«v \ 

( — (l,n)Xi — (2,n)^, -i h (n,rOd;. = u, 

and also the derived system 

l (l,l)x,-(l,2)xi (!,»)*. = P, 

(8.) I ^'♦^^*» **■ ^^^^ "*"« (2,/»)a:, = p, 

\ (l,n)x,-»-(2,7i)a;,-l H (n,/i)a?, = o,, 

wbence, roultiplying the given equations respectively by the factors 

il,lj,jl,2},..jl,nj 
J2,lj,j2,2j,..j2,»j 



there results 



(9.) 



jn,lj, jre,2J,.. j/i,nj, 

{l,l}l/, + {l,2}l/,+ .. +{l,n)M,=:P, 

{2, l)u, + {2,2]u^ + .. + {%n}iK - f>t 



{n,l}Mi + (n,2}i/,+ .. +{nfn}un = fin 
and, similarlyf froin the derived system, 

i{l.l}Pi + {2,l}«'a+ •• +{n,l]Pn-u^ 
{1,2}P, + {2,2)P, + .. + {n,!}«'. = M, 
.. 
• • • 

{l,7i}p, + {%n}Pi + .. + {»,n}p, = K, 
so tuat 

|i,i|«na,i|»<--l«.il^». IMI Ii,«l+Wl t2,2|t..|i^i| Ka|sao,-|i,i| ji,«|-n«,i| f«,«|+..j«,if 

)ti,2| lUI+ta.«! |a,iJ+..K«l Ml«o,|i,ii»f |2,a|«t..K2|»=i, ^|i,i| |i,ii|+|2,aj fvi +•• ««i»! 

IM tUl+lVI ia,H+..K»l Ki|=o,|i^i 11,21 + lvi J«,2H-~l«,f»J Kai=«...fMI*Ks,«l»t-K«J*-i 

We have therefore found a system of n' quantities |I,]}. {1,2} .., rational fnnc- 
tioDS of in(n — 1) independent variables) (1,1), (1,2).. and satisfying the condi- 
tioDS given above. 
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V = 



=sl + X^ + fi^+v^j 



1 V — fii 

-2/ 1 X, 

/LI — Xi 1 

tben , for ihe inverse system , we have 

1 + X/* %/Ll + V VK — fiL 
X/LL—V 1+/U? fiLV + X 

and tberefore, 

V|U|=l+X^~/a»-i^, V|l,2|=2(X,/i+i;), V|l,3) =:2(i;Xi-^) 

V|2,l| =2(XfiL-v), V|2,2| = l-X'+fiL^-ti^, V|2^) =2(/ii;+X.) 

V{3,1| ^2(vX+/ii)y V|3,2| = 2(^-X), V|3,3} = l-X'-^^-i;», 

wbich will consequently express the values of the nine direction-cosines in the 
transformation from one set of rectangular co-ordinates to another, the formulae 
of transformation being/ 

a: = |1,1|4+ \l2\fi+ \h3\l i = \hl\x+ \%l\y+ [S^z 
r = |2,1J4+ J2,2|i7+ 12,3|^ n = |l,2!ar+ |2,2}y+ |3,2|z 
z = |3,1|4+ J3,2|i7+ |3,3I^ ^ = |l,3la;+ |2,3|y + |3^(z. 

A skew determinant is said to be sytnmetriccU wben 

(1,1) = (1,2) + (2.1) = 0, . . (l,ii) + (n,l) = 

(2,1) + (1Ä = 0, (2,2) = 0, .. (2^) + (ii,2) = 
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(n,l) + (U) = 0, (fi^)+(2^)=:0, .. (/vi) = 0. 
Tbe given and derived Systems tben give 

iii + ai+*» + ii, = 

Pi + ^1 + •• + <>, = 

and consequently^ 

V«i = [\X\^ + [1,2]!/, + •• + [l,iiK = [l»lh + [2,l>s + •• + [n,lK 
V«, = [2,l]i/, + [2,2]!/, + •• + [2,/i]a, « [1-2^ + [2,2]f^ + •• + [n,2]^ 



Va^ = [wtl]Mi + [ii,2]i/, + •• + [n,n\un — [\,njpi + [2,/i>, + •• + [ii,ii]f, 
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and coDsequently 

2Va;, = + ([1,2] - [2,1])^ + - + (ihn] - [/i,l]K 

2Va;, = ([2,l]-[l,2])i/,+ . + .- + ([2,/i] - [fi,2])ii, 

2V^.=([n,l]-[l,/i]H+([/i,2] -[2,/i])i/, + -. + 0, 

OD the other hand 

= 2[l,l]ii| + ([1.2] + [2,l])i/3 + •• + (Ihn] + [n,l]a. 
= ([2,1] + [l,2]i/, + 2[2,2])i/, + •. + ([2,/i] + [/i,2]a. 

= ([Jl,l] + [l,/^]l/i + (M) + [2,7l]£l, + . . + 2[/i,ji]u. , 

and the comparison of these three Systems gives either 

V a 

( « [1,2]. = [2,1]... [!,/!] = [71,1] 

(130 I ^^''^ "" "^^'^^^ * • ' '^^•''^ "" ^"^^ 



or 



![M1 = [1,2]+[2,1] = 0,.. [M]+[/i,l] = 

[2,1] + [1,2] = 0, [1/2] = 0, .. [2.n]+[/i,2] = 

[fi,l]+ [l,n] = 0, [/i,2] + [2,n] = 0, .. [/i,/i] = 0, 

and conscquently either a symmetrical skew determinant of an even order, or a 
determinant of an odd order, always vanishes; but since it is found on trial that 

for n = 1, 3, , V vanishes, while for n = 2, 4 , it does not, the following 

theorems may he enunciated. 

Theorem XX, A symmetrical shew determinant of an odd order 
in general canishes^ and the system has for its inverse a quadratic 
skew System. 
The term .,quadratic system" has not yet been defined, but for the present 
it may be considered as defined by the equations (13). 

Theorem XXI. j4 symmetrical skew determinant of an ecen order 
does not in generahanish, but the system has for its inverse a sym^ 
metrical skew system. 
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If n be eren, a determinanl of this class admits of tbe following reducUon: 
it is easily sliown that 



41 (1,2) ..(M) 
(3,1) , ..(2^) 

(»,l)(ii,2) .. « 



(1,2)' 



» (3,4).. (3,«) 
(4,3) # ..(4,») 

(«,3)(«,4) •• * 



•2(1,2)(1,3) 



(3,4)0,5) ..(3,2) 
« (4,5) ..(4,2) 

(»,4){»,5)..(i»,2) 



but 



(3,4) (8,6).. (3,2) «- 
» (4,5) ..(4,2) 

(«,4)(«,5)..(ii,2) 

(3,2)(3,4)..(3,i,) 
(4,2) * ..(4,») 

(ii,2X«,4).. * 



(3,2)(3,4)..(3,n) « 
(4,2) ♦ ..(4,«) 

(ii,2)(«,4).. * 

» (2,4) ..(2,») 
(4,2) ^ ..(4,«) 

(»,2)(«,4).. * 



(2,3)(2,4)..(2,«) 
(4,8) « ..(4,») 

(«,3)(ii,4).. « 

« (3,4) .. (3,«) 
(4,3) « ..(4,«) 

Oi,3)(n,4) ♦. « 



since tiie coefficients of (2,3) and (3,2) . being symmetrica] sLew determinaots of 
an odd order, vanish: io that (inally: 



(16.) 



# (l,2)..(l,M)t<=.(l,2) 
(2,1) * ..(4,») 

(fi,lX«,2).. * 
If in the determinant 



« (3,4) .. (3,1») 
(4,3) * ..(4,«) 

(ii,3XM) •• * 



.(1,3) 



« (4,5).. (4,2)1*+ .. 
(5,4) « ..(5,2) 



(2,4) (2,5).. » 



(1,1) (1.2) .. (l,n) 
-a,2) (2;a) .. (2,«) 



-(l,«)-(2,ii) .. öwi) 



the quantities (1.1)» (2^2), . . (/i,n) be put simuhaneously equal to zero, the terms 
independent of tbese quantities will remain; if all, but one of them, be put equal 
to zero, those terms which involve that quantity will remain ; if all but two be put 
equal to zcro, those terms which involve their product will remain, and so on ; sn 
that a general skew determinant roay be thus eipressed ; 

Crelle** Joainal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 34 



266 



5. Spotttsvoodty Ott Detenmantt. 



(1,1) 



(1,1) (1,2) .. (l,n) 
-(1,2) (2,2).. (2,») 

• • •• • 

-(l,ii)-(2,«) .. (n,i») 

* (2,3) .. <2,ii) 
-(2,3) * " (3,«) 



• (1,2) .. (1,«) 
-(1,2) * .. (2,») 

• • •• • 

-(l,ii)-(2,ii).. * 



(2,n)-(3,n) •• * 
... + (M) (2,2) 



(2,2) 



» (3,4) .. (3,1) 
-(3,4) * .. (4,1) 



-(3,1) -(4,1) 

* (3,4) .. (3,«) 
-(8,4) * ..(4,») 



-(3,1») -(4,1.) .. * 



Heoce^ if n be eveD« 

(1,1) (1,2).. (l,n) 
-(1,2) (2,2).. (2.«) 



- 1(1.2) 



m< 



■ (!,«)- (2, n)..(n,ii) 
.(l,l)(2,2)[(3,4) 



* (3,4) ..(3,n) 
-(3,4) * .. (4,n) 

• • • • • 

.(3,1.)- (4,n).. « 



*+a3) 



* (4,6)..(4,2)H~y 
-(4,5) *..(5,2) 

• • •• • 

-(4,2)-(5,2>. • 



• (5,8) .. (5,ji) 
-(5,6) * ..(6,«) 

-(5,11) -(6,1.).. * 



^+(»,5) 



* (6,7) .. (6,4) 
-(6,7) • ..(7,4) 



-(6,4)-(7,4).. * 



i+..r 



and if n be odd» 

(1,1) (l,2)..(l,n) 
-(1,2) (2,2)..(2,i.) 



• • • 



.(1,1) [(2,3) 



m 



,(!:»») -(2,n)..(ii,n)! 
H.(2,2)[(3,4) 



(1,1) (2,2).. («,«), 



* (4,5)..(4,f.),.K2,4)i * (5,6)..(5,3)+.r 



-(4,5) * ..(5,«) 



-(5,6) * ..(6,3) 



(i^y-(ß^).. * !-(5,3)-(6,3).. « 



* (5,6)..(5,1) 
-(5,6) * ..(6,1) 



-(5,1)-(6,1). 



(3,5) * (6,7). .(6,4) -!...]• 
-(6,7) * ..(7,4) 

-(6,4)-(7,4).. . 



. .. + (1,1) (2,2) ..(v). 
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§. VIL 

Expressions for a Determmant and äs Constäuents in Terms o/äs 

DifferentialrOiefficiefäs. 

It appears from the preceeding section that a determinant may be expres» 
sed in any of the foUowiog forms : 

(V - (l,I)[l,l] + a,2)[2,l] + ..+(l,n)[«,lJ 
(1.) ) " <^' *^ ^'»^^ "^ ^^'^^ [2,2] + . . + (2,») [«,2] 

( - (n,l) ll,»] + («,2) [2,n] -t- . . ^ («,n)[ii,n], 
and consequenlly 



(2.) 



^'*i " 5(r;2) » ^''^ " rfÄ2) ' •* ^^^ " rfö^* 

• • •• 



so that DV may be expressed as foUows: 

iDV - [l,llrf(l,l)-<-I2,l]rf(I,2) + .. + (iil]rf(l,ii) 
- Ll,2j<i(2,l) + [2Ärf(2,2) + .. + [iH2]rf(2,«> 
— •♦• [«,J»]rf(«,fl) 
- [l,n]rf(«,l) + [2,ii]rf(«,2) + .. + [ji,«Jrf(it,«). 

Inversely also: 

(4.) ^^'"^"^[HäJ ' ^^^^"rfM ♦ •♦ ^^'»>-rfpi;2] 

iDV » (l,l)rf[I,l]-f(2,l)rf[I,2]+.. + (ii,l)rf[l,ji] 
^^ I - (1,2) i/[2,l] + (2,2) rf[2,2] + .. + («,2)42,11] 

. (l,n) </[», 1] + (2,1») rf[n,2] + ..+(*, n)d{n,n\ ; 

and similariy for the coefficients (2, 1), (2. 2), .. (3, 1) (3, 2), . . . , 

34» 



268 5- Spottiswoode. on Deiermnanti. 

By means of these properties a certain class of linear equations mty be 
reduced to a remarlable form. 

The Solutions of the equations 

(l,l)xi -H (Ij2)x2 + • • + (hn)x^ = u, 
(l,2)x, -I- (2,2)0:2 + ••-§- (2,n):r, = ly. 



(l,n)xi -I- (2,n)a:2 •+•••+ \ji.n)a\ = i/„ 
may be thus written : 

rfV dV dT 

V^* = ^(M)'"^ "*"5ip) "»"*■' "^d(^ 
„ dV d^ <fV 

v^« = dä2)"» •*• d(p)"» "*•••"*- rfrz^'''« 



„ rfV d7 d^ 

and if there be a series of Systems like the above, in which the unknown quan* 
tities are 



^«,1 ^«,2 • • ^«,n 



respectively, the coefficients remaining the same^ and the second members of the 
Systems being 

«r(l,l), 6(2,2) + ((1.2)), . . a(n^O + ((J,n)) 

«r(l,l)- ((J,2)). (^(2,2) .. *(«,») + ((2, «)) 



5(1,1)- ((!.«)). rf(2,2)-({2,n))...d(«,n)). 
then: 
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-whence 



V(^M 



^%2 



a-»J = rfV, 



or 



where 



«1,1 + Xm "+-•• x,,^ = OlogV 



The following tbeorem, given by M. Malmsien, will exempÜfy the use of 
detercninants and tbe Dotation above adopted. 

Let it be required to find tbe nth particular integral of tbe equation 

(0,/i) + P(0,/i - 1 ) + — H T(0,0) = 5 
wbere 

(0,0) =y, (0,l) = |"(0,«) = g, 

wben (ji — 1) particular integrals 

(1.0). (2.0)... (71,0) 
are known. Suppose that 

(0.0) = (1.0)/r, + (2.0)Ar, + .. + (»- 1.0)*^, . 

where ki, k^, .. k^-i are to be so determined that the above value of (0,0) shall 
satisfy the giveii equation. Suppose then , moreover, that 

{\fi)k\ H- (2,0)*', +..+ (n-l,0)Ä'»_, =0 
(1,1)A', + (2.1)*'. +..+ (/i-l.l)V.., =0 



(l.»-3)A',+(2.»-3)Ä',-»- .. +(«_l,«_3)Ä'».,s.O, 
tbe Solutions of which are 



(2,0X3,0) .. (»-1,0) 
(2,l)(3,l) .. (n-1,1) 

• • • • • 

(2,n-3)(3,;i-3)..(«-l,«-3) 



=1=1 (3,0) (4,0) .. (1,0) 
(3,1) (4,1) .. (1,1) 

• • • • 

(3,«-3)(4,«-3) .. (1,11-3) 
= K| : K] : •• K,^i 



(1.0) (2,0) .. («-2,0) 

(1.1) (2,1) .. («-2,1) 

• • •• • 

(l^.3)(2^-3) .. (^^2,11-3) 



On the otber band, by differentiatiDg the expression for (0» 0}^ we 
find: 
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(0>l) 
(0,2) 



(1,1)*, 
(1.2)Är, 



(2,l)Ar, 
(2,2)A, 



(»-l,l)Ar^, 
(n-142)Ar^, 



(0,n—l)=(l^-l)^,+(2,n-l )*,+ •• + (n— 1,«-1)Ä^^, 
+(l,»-2)Ä',+(2,»-2)Ä'a-»- •• + (/»-l,i»-2)AVi 

(0,n) = (l,n)Är, + (2,»^^, +••+ (n-M)Ar^ 
+2|(l.«-l)A:',+(2./i-l)Ä',+ •• +(ii-l),»-l)*'^,| 
+ (l,/»-2)Ä"x+(2,n-2)Ä"a+" +(/»-l,/»-2)Ä"^, 

Substitating these valaes in the given equatiotif tbere resuUs 

(l,n - 2)Ä^+ (2,/»-2)Ac",+ .. H-(n-l,»-2)^V,+|P(l.»-2)+2(l,»--l)|*', 
+ jP(2,i»-2)+2(2,n-l)IA'a+.. + lPCi»-l,/i-2)+2(n--l^-l)J*V»=0. 

Bul from the values of k'i : Ar'i : •• A^«_i found above. and writing 

k\ = 0K, , Ä', = 0K, , .. A'. =r OK, 
tbere fo)lows: 

/£", = 0«, + ÖK'i , n=ÖK,+ 0K', , . *-.= 0«. + 0IC',^ 

But 

(l^-2)K, + (2^-2)K,+ .. +(/.-l,»-2)K^, 

-V 





(1,0) 
(1,1) 


(2.0) .. («-1,0) 

(2.1) .. («-1,1) 




•• 

(M-2) (2,«-2) .. («-l,«-2) 


y Seen, 




dt 


(1,0) 

(M) 


(2.0) .. («-1,0) 

(2.1) .. («-1,1) 




* 

(!,«- 


• •• • 

S)(2,«-3) .. («-l,«-3) 
I)(2,«-l) .. («-1,«_1) 



Hence 



(l,o - 2)E', + (2,« - 2)K', 4- . + («- 1,« - 2)K',„.i 
(l,«-l)lCt -(2,«-l)K, + .. +(«-l,«-l)Ki_, 







so that the equation brcomes 



0T+0PV+20V=O. 
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or 

wbence, integrating, 

or, substituting for in terms of Ar< and K,-» and integrating again^ 

or writing 
Hence, if 

yi» y«» .. y—i 

be (n — 1) particular iotegrals of tbe equatioo 

dg»^ <fa^» + •• + iy — u, 
this equatioo will be also satisfied by 



where 



^'=H-;/^'-''^> 



wbere y^"^ is tbe /itb differential-coefficient of y, with respect to x, and A bas 
tbe value given above. 

(To be cont io fhe next fasa) 
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6. 

Examen de quelques diificult^s de la m^eanique 

physique. 

(Par M. Stetehen, professear i Tecole militaire de Bmxelles.) 



I n t T d u c t i IL 

Je me propose de traiter dans ce memoire de quelques difficliit€^s consi- 
dtfrables que presentent les principes et hypotheses connues dans leur applied- 
tioo» ä de certaines questions de requilibre physique.. Pour mieux faire com» 
prendre mes id^es, je crois devoir envisager d «bord la mati^re d*un point de vue 
purement abstrait. Ainsi Ton verra clairement le bul de mes efforts; ce que je 
pr^tends r^futer, et ce que je puis mettre h la place pour la rtfe'dification. Je 
produirai eosuite les exemples et faits qui confirment mes assertions gencrales. 

Quand un Systeme materiel est plus on moios fßni par des obstacles, et 
se trouve en <^quilibre sous Paction de plusieurs forces nctives et passwes, on 
peut^ sehn la mani'ire ordinaire de voir des gSomitresj substüuer aua^ pres^ 
sions normales souffertes par ces obstaclesy des forces acti^es Sgales et con^ 
traireSf et considdrer ensuke le systime comme parfaitement libre et en iqui^ 
libre sous taction des forces actwes, directement appliquiesj des pressions 
normales prises en sens contraire^ et des forces passifes, feiles que frottemenis, 
etc. De la ils concluent imm^diatement les six conditions dVquilibrc connuetf' 
a savoir^ que la somme des projections orthogonales de toutes les forces sur un 
axe quelconque est nulle ^ et que la somme de leurs moments de rotation autoiir 
d*un axe quelconque, est pareillement ^gale ^ zeVo. Teile est en resume et en 
traits g^neraux Tidee sur laquelle on se base dans la methode ordinaire pour dc^- 
terminer les pressions normales des obstacles, et pour r^soudre Ics questions de 
requilibre physique des machines. 

Je dis que Phypothese fondamentale de cette methode est inadmissible en 
geneVal, et quelle peut conduire parfois a des r^sultats erronnes, et parfois con- 
tradictoires. £n effet, quand un Systeme materiel est g^ne' par des obstacles, par 
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des points d*appui^ des axes de rotation, par des surfaces d appui fixes ou mobiles^ 
etCy il n'est plus susceptible cjiie de certains tnouvements de'finls qui resuitent des 
lois de liaison mutuelles de ses diverses parties. Tel est evidemment le cas d*une 
roachine quelcooque^ qui ne peut prendre qu'une seule e^pece de mouvement, et 
le inouvement diametralement oppose^ Pour qu'un tel Systeme soit en equilibre 
sous Taction de diverses Forces actives et des frottements, il est ndcessaire et süf- 
fisant que la somme des momenis virtuels effectifs, c'est-ä-dire des moments qui 
correspondent ä Tun des seuls deplacements possibles, ou au deplacement unique 
possible, soit egale a zero. Mais si une teile condition dVquilibre est süffisante^ 
rien ne prouve donc plus ä Tavance cette Hypothese d'apres laquelle on admet 
que la sonune des moments virtuels arbilraires des forces en equilibre doive ^tre 
nulle. L'existence et Texactitude des six €onditions d*equilibre connues qui sont, 
ou peuvent du moins ^tre consid^rees comme une consequence du principe des 
vitesses virtuelles arbilraires, restent donc aussi contestables pour Tespece de sys- 
t^mes dont il sagit maintenant. 

La mälhode ordinaire de determiner lespressions normales« et de resoudre 
les questions de Tequilibre physique, repose donc bien sur une hypothese sujette 
a contestation ; et ron con^oit a priori quelle puisse amener des equations de 
condition superflues» et m^me incompatibles avec les resultats fournis par les mo* 
ments virtuels effectifs. Je pourrais au besoin citer des cas particuliers ou cette 
incompatibilite et cette contradiclion se produisent en effet. Mais en laissant 
d'abord la les exemples, essayons de demontrer notre these in abstracto. 

A cet eflet considerons le cas encore tres etendu d'une macbine quelcon- 
que, soumise a une seule force active. £n admettant que le mouvement de la 
machirie soit sur le point de naitre^ on peut dire qu'il y a equilibre entre cette 
force et les frottementsqu'elleoccasionne anx points d^appui, censcs situes, li Ton 
veut, dans un ra^me plan avec la ligne d*action de la force donnee. Dapres Thy* 
pothese generale de la theorie ordinaire, on devrait donc admettrc maintenant que 
les reactions des points d'appui (pressions normales prises en sens contraire), et 
les frottements, consideres comme agents actifs, se composent en une Force unique, 
egale et diametralement opposee a la force directc. Or il est au contraire bien 
plus evident que cette derniere force est la resultanle des pressions normales 
qu'elle produit et des forces de traction dynamiques en ces points. De plus, ne 
doiton pas eprouver une repugnance invincible ä admettre que le frottement^ 
qui est une resistance passive d'espece particulidre^ puisse se composer avec des 
Forces actives, d*apres les lois de la mecanique rationnelle. £n effet, il agit toujours. 
Grelle'« Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 35 
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en sens contraire de la ligne du mouvement de son point dapplication, et son ac* 
tion cesse et se trouve suspendüe, Ahs que la force active cesse d'agir. De plu^, 
il ne sauralt jamais faire naitre aucun monvement en sens contraire. Tout ce que 
Ton peut admtttre comme eVident a priori, concernant ce!te resistance passive^ 
revient ä supposer quelle s*ajoute aux tractions actives, mais resistantes, et qu'elle 
diminue les tractions motrices dues aux forces directcs. Mais au dela, rien plus 
ne me parait evident, et rien surtout nW demontre'. 

Si les objections precedentes sont fondees^ il en resulte immediatement 
que le principe geneVal des moments virtuels arbitraires doit desormais ^tre rele- 
gue exclusivement dans le domaine de la mecanique rationnelie, oü Ion ne consi- 
dere que requilibre entre forces actives, et que des syst^mes parfaitement libres; 
que la m^me il re^oit des limitations pour le cas de systemes genes par des obsta- 
cies; qu'ensuite le principe des moments virtuels effectifs, devient d^un emploi 
indispensable dans les recherches de la mecanique physique. 

Mais pour evaluer les moments des frottements, qui entrent dans Tequa- 
tion QU dans les equations de condition fournies par ce principe dans chaque cas 
donne^ il faut savoir evaluer au prealable et exactement, les pressions normales 
aux surfaces d*appui ; ce qui constitue souvent la vraie difflculte de la question. 

Le principe de la composition, et sourtout celui de la decomposition des 
forces paralleles et concourantes, doit plus particulierement servir a ce but. Mais 
ici cette decomposition de forces n'est pas ä volonte ; ainsi que cela arrive dans la 
mecanique raiionnelle oü Ton na presque jamais a s'occuper de pressions norma- 
les. La on peut en effet remplacer une force d'une infinite de maniercs par les 
composantes, les lesultat que Ton cherche sera toujours le m^me^ parceque le 
moment virtuel arbitraire de fune est toujours egal ä la somme des moments vir* 
tuels des autres. Au contraire, en mecanique physique les pressions normales aux 
surfaces et points d*appui, doivent resulter d*une fagon definie et unique, de la 
nature de la machine et du mode d^application et de I'intensite des forces, du 
poids des pieces, des forces centrifuges dans Tequilibre dynamique. 

Si donc ces pressions proviennent d'un certain mode de decomposition 
des forces, ce mode doit ^tre unique, et c*est au geometre-mecanicien ä Ic devi- 
ner en quelque sorte par voie de venfication, en tenant soigneusement compte 
de la definition compicle de la machine; il faut quil decouvre par le moyen de 
considerations de necessite geometrique et mecanique, la decomposition de force, 
teile quelle Topere dans le fait^ dans la nature. Sil ne tombe pas juste^ il sub- 
substitue une decomposition ideale et pfecaire ä la decomposition naturelle; de 
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f^ resuhera ^"^ pression normale inexacte, et par suite une solutioD erronnee 
de ia qucstion a traiter. 

A lappui de Tutilile de mes distinctions et prescrlption je puis citer )e cas 
de requilibre de la wi ä filel iriangulaire^ oü Ton a obtenu en effet des solufioiis 
contradicfoires; par suite de de'eofnpositioris de Forces effectuees diffe'remment 
Or evidemnient celle de ce^ solulions qui repondrait a la decooiposition effectivc 
des forces, serait seiile admissible. 

li est vrai que dans les cas les plus simples cette decomposition effective 
des forces sc prcsente d^elle meme ä Tesprit: mais alors aussi on a Tbabitude, de 
traiter directement les questions proposees, et Ton laisse de cote cette methode 
geneVale; cVst ce qui explique pourquoi la Solution oblenue est necessaireinent 
exacte. 

On peut citer eomme exemple Tequilibre d'un corpuscule presant, retenu 
sur le plan incline qui est Forigine bistoriquc du principe de la composition et 
decomposition des forces. ll est en effet evident en soi que toute force qui 
presse le corps contre le plan suivant la direction normale, doit se faire aneantir^ 
et que toute force qui le tire parall^lement a la ligne de plus gran^dc pente, ne 
naurait rien transmettre au plan, et qu eile fera sculement mouvoir le corps. Donc 
aussi toute force de direction diffeVente doit se decomposer suiVant ces deur 
lignes, c est-a-dire suivant la ligne de destruction, et suivant la ligne du mouvement. 

Ma}s des qu on veut une fois aborder des questions un tant-soit*peut com- 
pliquees, on ne manque pas de rencontrer des difficultes que la metbode ordinaire 
meconnait, et qui peuvent seulement 6tre resolues, du moins dans de certains cas, 
par la loi de la decomposition naturelle des forces. Cette loi, ou plus geneVale- 
ment, celle de la transmission des forces, doit cbanger avec la nature du Systeme 
quon considere, de sorte quelle est multiple, et se diversifie i Tinfmi, tout en 
restant unique et definie dans chaque cas. 

C'est lä, me dira-t-on, .une bypothcse; mais eile nVst ni vaine ni gratuite. 
Le principe connu de la transmission des pressions dans \es fluides incompressi- 
bles que l'experience a fait decouvrir, peut 6tre die comme exemple de cette loi 
geneVale. Dans la meVanique physique eile ne doit etre souVent que la decom- 
position effective des forces, c'est-a-dire la dc^composition ideale, subordonnee a 
un principe de ndcessiti naturelle ou de moindre ^conomie. Le'valuation des 
pressions normales etant faite exactemenl, on na plus qu^a introduire les moments 
virtuels des Vottements dans Tequation, ou dans les equations fournies par le 
principe geneVal; a exprimer ensuitc les chemins virtuels divers en fonction dun 

35* 
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seul, pour dcduire de la les cquations de condltion qui subsistent entre les don- 
nees et les inconiiues. 

Pour niieux comprendre que par cette voie on peut en effet obtenir plu- 
sieurs equatlons de condition, il faut consideVer que le moutement general dont 
une ina'chine est susceptible, peut souveot se resoudre en plusieurs mouvements 
partiels^ pour chaque point ou pour cbaque.piece. Oo peut citer comme exem- 
ple un Systeme de poulies rnoufldes, assemblees ]es unes dans une m^me cbape a 
axe horizontal mobile, et les autres sur un meme axe fixe. Dans ce cas, non 
seuiement le moment virtuel effectif de la puissance est egal ä la somme des mo- 
ments virtuels de la charge utile, des frottemenfs et raideurs de corde: en outre 
lequilibre de rotation devant avoir lieu pour chaque poulie, le moment virtuel 
de rotation de la tension motrice doit \aloir celui de la tension r^sistante, de la 
raideur et du frotlement correspondant. 

Si le cas actuel a etc exactement resolu par la metbode ordinaire« cela pro- 
vient de ce quelle fait coi'ncider ici ses deplacements arbitraires avec les mouve- 
ments parliels et effectifs de la machine. En effet, eile admel dabord les equa- 
tions dVquilibre des moments de rotation, relatives aux diverses roulettes; ce qui 
correspond aux rotations partielies de cellcs-ci. Elle suppose [ensuite que la 
somme des tensions des cordons qui aboutissent aux poulies inferieures, soit egale 
a la charge. Cest lä une supposition qui n'est pas evidente en elle-m^me^ pr^i- 
sement parcequ*elle Test pour I'equilibre rationnel. Mais eile est exacte encore» 
parceque le deplacement effectif et total de la machine se reduit pour chaque 
poulie inferieure a une rotation particuliere et ä un mouvcment de transport as* 
cendant, commun a toutes ces poulies; c'est ce dernier mouvement que Ton sup- 
poserait avoir lieu separement, qui amene Tegalite de la somme des tensions a la 
charge. Mais pour Tequilibre physique, cette egalite m*a paru si peu evidente, 
que ']eu ai verifie Texactitude par le principe general des moments virtuels» en 
combinaison avec les conditions de lequilibre de rotation; d'ou resulte ensuite 
Texplicalion donnee ci-dessus, et qui rend au moins compte de cette egalite. 

Dans divers cas que presentent surtout les mouvements de rotation^ le 
principe des moments^ ou le principe general du levier» peut remplacer celui des 
moments virtuels; et dans quelques circonstances il le rem place et le demontre 
meme d une maniere remarquable. Mais il n'en est pas de meme dans les cas plus 
compliques, quoiqu'en apparence encore fort simples. Supposons par exemple 
qu'on demande la force capable de faire franchir a une roue de coüure chargde^ 
un obslacle implante sur un sol de niveau et ayant une hauteur donnee^ et quie 
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Ton tienne compte du frotfement de la boite de roue sur Tessieu. Sans doute 
OD pourrait encore op^rer par le principe du levier^ pourvu que Ton eüt la pre* 
caution d^eslimer les monients de la charge et de la force de traction mofrice au- 
tour du soromet de l'obstacle, landis que le moment du frottement de Tessieu 
deyrait ^tre esfime autour du centre de la boite de roue ; mais le principe des 
moments de rotation ainsi commente't recoit ici toute sa lumiere de celui des mo- 
nients virfuels, sans lequel on pourrait eslimer inexactement les moments de tou<- 
les les forces autour d'un meme point. 

L^'mportance et Tindispensable emploi du principe des moments t^irluels 
effectifs etantainsi constates, ilest rationnel de la considerer comme laxiome fon- 
dumentai\ comme la base de lamecanique appliquee; d'autant plus quil peut etre 
demontre independamment d aucune autre notion de la science pure, en Tetablis- 
sant d'abord pour le cas d^une seule puissance et d*une resistance, et ramenant 
ensuite le cas general a ce premier cas. Cest ce que fai fait dans mon ,,Cours 
de statique/ Cette marche me parait du reste la plus conforme a Tidee pri- 
mordiale des inventeurs Galil^e^ S. Stevin^ Descaries et Toricelli. 

Dans la mecanique rationnelle^ teile, qu'elle se fait de nos jours, sous Tin- 
spiration des geometres, on cherche ä deduire le principe des vitesses virtuelles 
arbitraires des autres principes dcja etablis , et Ton y considcre des lors naturelle- 
ment les moments virtuels effectifs comme un cas particulier des moments arbi- 
traires^ partant comme une consequence des principes du levier et de la compo- 
sitiun des forces. Or en suivant cette filiatioii d*idces, on transporte forcement 
tonles ces ressources d*investigation dans le domaine de la mecanique pbysique. 
De la est nee cette confusion d*idees que j^ai signalee et qui me parait inadmissi- 
ble, parcequ'elle peut conduire parfois aux applications les plus abusives et ^ des 
contradictions. 

LVxpose precedent, me paraissant sufßre pour faire comprendre mesidees 
et la base de ma crilique, je crois devoir me borner pour le moment aux conside- 
rations generales, qui viennent d etre presentees. 

Mais pour porter mes convictions les plus profondes dans Tesprit du lec- 
teur, il faut bien que j'entre dans la discussiun des faits; que j'expose en detail 
les objections que je fais ä Thypothese de la theorie ordioaire, et les Solutions qui 
me paraissent seules admissibles pour de ccrtains cas particuliers. Toutefois, 
comme la maliere est fort delicale, je me reserve de pouvoir revenir au besoin 
sur Txxts pas^ tant dans le but de perfectionner et d'eclaircir mes premieres idees, 
que dans celui de compl^ter celles des soIutions qui seraient defectueuses. 



278 6* Sleichen^ sur quelques diffieuÜes de la mee, phys. 

Gelte reserve c^fant faite, je resume en quelques mots le sujet quil s'agit Je 
traifer. 

,^ L'bypotbese de la theorie ordinaire, consideree dans $e% applications ä 
,, la mcfcanique physique, est-elle exacte et soutenable? ou bieo, ne sool-ce 
^,pas plutot les deux notions qui servent de base ä ma critique qu^il faudr^ 
•,,admettre desorruais plus specialemeut comme moyens d*inTesiigalion. ''? 
Quelle est la vraie doctrine de la science? 

C'est ä ceUe question importante que je cbercbe une reponse; je la eher- 
che et la medile depuis plus de quinze ans; et comme je crois Tavoir frouT^, du 
moios en partie, je me decide a livrer mes resultats ä la publicite'; ils fönt saite i 
ce que j'ai publie precedemment dans les memoires de la Societrf- Royale des 
sciences de Lüge. 

$. 1. 

O^tcrminer I» p#«iiioai il*^allilire d'une eeltrlle 9%wtl «^ppiile «•■itre 

am mar vcrtieal et «nr um piAit horlK^ntal. en ienavt r^napte ila 

fr^tienacBt cor les deaiL plmt« di*»ppal* 

Poijur raniener la question a Ae% termes plus simples encore, on peut con- 
sid^rer une barre rigide, sans poids (Tab.Vl (ig. I)» mais chargee d*nn poids Q 
en un point G^ et appuyce de la manicre indiquee. Soit j4 le point diäppui in- 
ferieur, B le point de contact avec le plan vertical, pour la position d'eqiHlihre 
cherch^e, qu'il ne faut pas confondre avec les positions de repos de la harre, puis- 
qu*elle n*est que la limife de celle-ci. 

Soit O rintersection des deux plans, et posons : 

AB = a , AG = c , BG = b ^ BAO = 9, 

P la pression normale en A sur le plan horizontal AO, 

P^ la pression normale en B sur le plan vertical BO. 

Ainsi, f,f, designant les coefflcients des frottements relatifs aux deux plans 
AO^ BOt Tinlensite da la force qui s^oppose ai^ mouvement de descente de la 
harre, sera/.P au point y^, cXj^.P' au point B. Puisque donc la descente tend it 
se faire, et que par hypothese le mouvement est sur le point de naitre, la r^sis^ 
tancc passive /P s'exerce de A vers O, tandis que celle f'P sexerce de B versy, 
suivant le prolongement BY. 

Cela pose, s*il est vrai, conformement a Thypothese de la theorie ordinaire^ 
qu*ii soit permis de considerer la barre comme parfailement libre et en equiHbre 
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sous Faction du poids Qy des pressions normales, prises en sens contraire^ et des frot- 
tements; ü faut quici requilibrc subsiste eiitre les forccs Q, — Py — P\/P,fP\ 
consid^rees toutes comme actives; partant que la somme de leurs projections sur 
un axe quelconque soit nulle ; et que la somme de leurs momenf s de rotation 
autour d*un axe quelconque, soit egale a zeVo. Ainsi, en sc bornant a projeter 
sur rhorizontale et la verticale, et ä prendre les moments, autour de j^, ce qui est 
permisy parceque d'autres axes ne donneraient rien de plus, on doit avoir: 

(1,2.) /. P-P' = , Q-P-fP' = 

(3.) Q. c. cos 9 — jP. a. siny — y. P'. a. cosg) = 0, 

et de ces relations on dedoit les valeurs des inconnues: 

(M tang y = g^ 

On peut m^me faire remarquer que si Ion prenait les moments autour du 
point B ou autour de tout autre centre^ et qu'on substitudt encore une fois dans 
requation resultante les valeurs de JP, P' deduites des egalites (1»2)) on trou- 
verait pour fp la valeur meme, deja fournie par l'equation (b). Mais on serait im- 
mensement e'loigne de la verite, si Ton voulalt consideVer cet accord de resultats 
comme une verification de Pbypothese meme qui sert de base ä ces equations de 
condition. £n efTet^ les egalites (1, % 3), exprimant que la resultante des forces 
est nulle, et que la somme de leurs moments autour d*un point designe A^ est 
nulle 9 il faut de toute necessite que la somme de leurs moments autour de tout 
autre point, soit egale a zero; et cefte dernieVe condition devient ainsi une conse- 
quence identique des trois premieres. Ainsi Taccord dont il s'agit, prouve unique- 
ment qu^on a exactement calcule, et que la theorie est consequente ä elle-mSme^ 
et logique dans ses combinaisons. Mais la n'cst point le sujct en contestation. 

On ne serait pas plus fonde a m'objectcr que ]*interprete inexactement la 
tb^orie ordinaire, puisque la question precedente de Techelle a efe deja fraitee 
dans le tome 8. des annales malhematiques de Gergonne par une marcbe en ap- 
parence differente, et que les valeurs des inconnues qui en resultent, s*accordent, 
aux notations pres^ avec celles des egalites (a, b). Mais cet accord m^me est en- 
core une fois necessaire, parceque cbaque melhode de Solution repose sur la 
m£me hypothese, sur le m^me fond d'id^es erronnees. Aussi , loin de me g^ner. 
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me foumira-t-il Foccasion de rendre ines objections plus pressantes et plas vari^eSb 
Mais auparavanf il convient de s'arr^ter aux resultats (a^ b). 

Si rbypolbSse de la tbeorie ordinaire est exacte, comment se fait-il que les 
valeurs de P.P* de (a) dependent exclusivement des qaantit^s Q^ffJ\ et soieot 

e b , 
independantes des rapports z^'- Voila une consequence etrange et en eile- 

meme difflcile a admettre. Dans les Annales de Gergorme on ne devait pas abso- 
lument s'apercevoir de cette singularite, parceque les pressions normales n y sont 
pas mises en evidence; mais on y pouvait cependant fort bien s'apercevoir des 
difBculles plus grandes encore que presente la valeur de q) de Tequation (b) qui 
sy trouve en foutes lettres ; et ces difficultes sont en effet innegables. Si Ton y 
prend par exemple c = b././^^ on oblient tang 9 = 0; de sorte que la position 
requilibre d^me barre dans laquelle le poidsQ serait suspendu ä une distance du 
point ^ marquee par c = b.f.f^ serait celle de t horizontale ^ tandis que si Ic 
poids ctait suspendu plus haut {c^ b.f.f^^ la position d*equilibre serait oblique. 
Sans doute on congoit fort bien en geneVal , que plus la quantit6 c est considera- 
ble, plus langle 9 doit ^trc grand, et que le pied a donner a Techelle doit decroi- 
tre ä niesure que c augmente. Mais puisque pour c>f.f\b^ la formule donne 
une position d'equilibre oblique g)>'0, tandis que pour c z=Lf.j\b^ on a 9=0» 
ce qui n^exprime plus une veritable position d'equillbre , il me semble qu'il y a 
lä une espece de contradiction. De plus, pour t>f,J\b^ la formule donne pour 
9 une valeur negative \ or ce dernier rösultat est absolument inexplfcable; car äi 
moins que d*intervertir le sens de la question« on ne saurait dire que la barre pe* 
sante puisse rester en öquilibre, en s'appuyant sur le plan vertical, et sur le revers 
du plan descendant. Dira-t-on que la valeur n^ative de tang9 marque une im- 
possibiiitö de la question? Mais quel est alors ce genre d'impossibilitö, et quelle 
en est la significalion mäcanique? comment se fait-il que la question soit impos- 
sible pour le cas ou le poids serait suspendu tres bas {c<f.f\b\ tandis qu'il y 
aurait position dequilibre oblique dans les autres cas? 

Si Ton prend c=a, dou Ä=0, on d^duit de la formule (b): tang 9=! :/; 
de Sorte que dans ce cas Tinclinaison d*6quilibre de la barre däpendrait unique- 
ment de fintensilä du frottement sur le plan horizontal. Ce-ci est encore une 
fois un point bien difficile ä accorder. 

Pour le moment je n'insiste pas davanlage sur les dKGcultäs pricidentes^ 
parceque Ton verra plus bas que la Solution des equations (1)2, 3) ou (a^ b) est 
en contradiction avec celle que fournira le principe des moments virtuels effectifs. 
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Mais roaintenant je vais prouver que j'ai interpr^ti exactement iliypothese de la 
fbdorie ordioaire que je combats, et coDformöment h la mahi^re de voir^ des gio- 
mtoes; qa'ä cet igard ni^me je nie suis placi dans les drcoostances les plus 
favorables; car il ne särait pas diffidie ä voir que toute Interpretation difTörente 
pourrait laisser la question indäterminie ou la compliquerait de nouvelles 
difficultis. 

Solntlon des »nnmles de Oersonne« 

Cette Solution qui a paru i Gergonne Itre appuy^e sur la doctrine la 
plus saine^ se risume dans ce qui suit. Apr^s avoir remplacä (fig. 2) la force 
i^erticale Q par ses deux composantes Q\ Q" aux extr^itös jij B^ lauteur con- 
^it au point A une droite ^Tqui fasse avec la normale AM z\x plan, un angle 
dgal ä celui du frottement reiatif au plan OAX^ et de m^me au point B une 
droite jß27faisant arec la normale BN un angle igal ä celui du frottement reiatif 
au plan vertical BO. Ensuite il döcompose la force Q'en deux, Fune suivant 
la droite AT^ Tautre suivant AB; la force Q* en deux, Pune suivant la droite 
BTJ^ l'autre suivant la droite BA. II admet ensuite quo pour r^quilibre, la force 
suivant BA soit ägale 2i celle suivant AB; cela veut dire sans doute que« quelles 
que soient les intensitäs des forces T^ Uj qui agissent suivant AT, BU, leurs 
coniposantes tangentielles de A vers ^^ de JB vers O9 sont strictement capables 
de dätruire les frolteroents respectifs düs ä leurs composantes normales. Au pre- 
mier abord on peut trouver cela inginieux; mais, ro^me i priori» jene saurais 
m'accommoder de cette fagon de faire de la möcanique pbysique, et d^appliquer 
les prindpes connus. 

D*abord la position d'iquilibre de la barre nexige pas» comme Tauteur le 
suppose gratuiteroent» quil y ait öquilibre sipari entre les forces actives et passi* 
ves qui agissent k chaque extr^mitä de la barre 9 ni par cons^quent que la force 
risultante qui sollicite la barre longitudinalement, soit nulle. Poser de telles 
conditions d'öquilibre superflues, c'est mSconnaitre le sens profond^ Fessence do 
principe des moments virtuels effectifs, qui exige simplement que le momenl vir* 
tuel du poids Q soit <gat a la somme des moments virtuels des froUements en A 
et JB. Cela seul est Evident ici, et rien ne Fest plus au delä, sans dimonstration. 
Les conditions posies par Tauteur entratnent bien pour consäquence P^tat de 
repos de la barre ; mais la position d*£quilibre de la barre n exige pas Texistence 
CreH«*! Journal f. d. M. Bd. LL Heft 3. 36 
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de ces conditions. II y a d'ailleurs erreur^ erreur profonde, a confondre ane 
simple (igure ou position d'^quilibre^ avec une figure ou une position de repos. 
Le lecteur doit donc voir mainteaant que, quelle que soit la forme sous laquelle 
$e präsente Thypoth^se ordinaire^ il oest pas difficile d^en faire ressortir Ttoexac- 
titude, d^s qu une fois on adopte ma maniere de voir. 

En effet, je reprends encore. Admettre Tegalite des forces suivaot jißf 
BAj cest admettre que la traction en A soit pr6cisement egale et contraire au 
frottement en ce point^ et quil en soit de m^me de la traction en B par rapport 
au frottement en ce point. Or ces suppositions reviennent encore une fois h dire 
que la somme des projections orthogonales des forces sur uo axe quelconque est 
nulle« et qu^il en est de meme de leurs moments par rapport i tout axe. Car dans 
rhypoth^se de l'auteur de la Solution , toutes les forces composantes sont deax*4- 
deux Egales et oppos^es, puisque les reactions des plans dappui detruisent les 
pressions normales. Il n^ a donc pas lieu ä sVtonner^ et moins encore k s applau- 
dir de l'accord des r^sultats de cette Solution avec ceux de rhjrpoth^ie ordioaire, 
obtenus au (§. L ^quations (1, 2, 3)). 

U est vrai que dans les Annales on se borue ä assigner l'inclinaison dVqui- 
libre fournie par(bX et que Ton ny met pdnt les pressions normales en evidence. 
II faut donc achever cette Solution, afin de montrer par le fait que Taccord existe 
completement. 

Or eH nommant % langle du frottement en j4^ on obtient pour ia force T 
suivant AT, la yaleur 

et en d^composant T suivant ia verticale AM et suivant Thorizontale AX% on 
obtient pour ia premi^e composante : 

•^•^^*^— y-ö'cosCÄ-f-y) ~ V^-a'l-tangÄ.tangcp' 

Ä^ h f f 

partanty en vertu de tangX;=:/ et lang 9 = — ^j -: 

T.cosX,= ()•-.— 7^ 
Pour la force ü suivant la ligne BIJ^ on obtient de mdme: 

*^~ VJ-o »in(9 + y)* 
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et en decomposant suivant la normale BN et la verticale BOy od en tire pour la 

presaion normale eo B: 

elf 
U.cotif = Q-a\^Si;^+\^^ = ^iTf?' 

Od voit doDc que ces val^urs des pressions normales 3ont identiques ä 
c^Ucts des formnles (a). II est bien prouve aussi que j'ai interprete ainsi la theo- 
rie ordinaire dans son veritable esprit Mes preuves me paraissant m€me pe- 
remptoires ; je n^insisterai pas plus ionguement. Si d ailleurs le lecteur concevait 
immediatement d*autres doutes concemaut cette decomposition deforces qui \ienl 
d*^tre foite^ il devrait s^en prendre aux bypotheses m^mes que je ne saurais jaroais 
admettre. La question de le vrale decomposition des forces reste ü debattre. 

$. 3. 

La craie Solution de la question ne peut resülter que du principe des 

moments virtuels effectifs et de la decomposition naturelle des forces. Pöur la 

decouvrir, il (aut examiner de pres ce qui se passe dans IVtat d*equilibre de IV- 

chelle^ et ce qui d un autre cöt^ a beu pour lune quelconque de ses positions de 

repos. 

D'abord il est clair que le poids Q doit se transmettre aux plans d*appui 

en A et en B; de sorte quen A il produit une force verticale Q.^, et en B une 



c 



force Q*^; que la premiere doit £tre dötruite immädiatement^ et ne peut occa- 
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sionner qu'un certain frottement. Mais la force Q*^ qui agit sur l'extrdmitö B 

de la barre^ doit se dicomposer de fait, suivant la normale au plan et suivant la 
ligne BA ; car la normale est une ligne de destruction absolüe des forces, et Taxe 
AB de la barre, eeiisee parfaitement rigide^ est seulement une ligne de destruc«- 
tion relative. Il est övident en effet que toute force dirigöe de B vers A^ tend a 
produire ä la im un effet dynamique sur la barre^ et un effet de pression sur !e 
plan horizonidU Donc en A eile doit se d^composer de nouveau suivant la nor- 
male, et suivant riiorizontale; ce qui donnera la force de traction de la barre. 

Dans chaque circonstance physique donn^e, la transmission des forces est 
cette loi particuliero qui marque en quelque sorte la voie gäomiStrique plus ou 
rpoins directe que suivent les forces en äquilibre pour se transmettre , se compo« 
ser et däcomposer aux surfaces d'appul. Or, dans le cas actuel avons-nous reconau 

36 • 
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la vraie loi de transmission? et la i^ponse ä cette question nW-elie pas incfiapeiH 
sable» afia de pouvoir faire lexamen ultirieur du problime qui noua occupe. 
Sans doute» il serait int^essant de recoonailre celte loi daos chaque cas^ parce- 
que Ion naurait qua suivre la v.oie quelle indique, pour obteoir toujours saos 
dätour et sans ambage les vraies pressions normales. 

Cette connaissance nest pas neanmoins indispensable. En efTet^ outre la 
mode de decomposition indiqui ci-dessus . on voit bien que la d^coroposition des 
forces peut encore se faire autrement. II est possible qu au lieu de se reporter 
d'abord en A et jß» le poids se döcompose (fig.I) dabord eo deuz forces au point 
G mdme, lune^Q sing)» suivant GA, et lautre^Qcosgi« suivant la perpendiculaire 
GZ» et que la deroiere se trausmette parall^ement ii elle-mtoie aux points d'ap- 
pui. Mais si Ion a Tattention de döcomposer chaque force en B suivant la ligne 
de destrudion absolüe et la iigne relative BA , et chaque force qui advient en A^ 
suivant la normale AM et suivant la ligne du mouvement AX^ on ne roanque 
pas de trouver les vraies pressions normales et la m^me force de traction. 

Aiosi la connatssance de loi de transmission des forces n est pas indispen* 
sable dans tous les cas ; mais on doit se garder d*en condure que mes pr6scrip- 
tions relatives ^ la däcomposition des forces suivant les lignes de destruction et 
du mouvement» soient inutiles. Ce serait s exposer i commettre des erreurs. Ainsi 
par exemple, apr^s avoir obtenu en B suivant la perpendiculaire h BA, la force 

Q.-.cosqp, on pourrait avoir Fid^e de la remplacer par ses deux composantes 
luneQ.-. COS9.COS99 suivant jBO, 

lautre Q. - • cos 9 • sin q), suivant BN\ 

mais cette dAcomposition^ considär^e comme finale» serait inadmissibie. Car la pre- 
mi^re composante, sollicitant lextr^mitö B de la barre, doit exercer ä ia fois un 
effet statique sur le plau BO^ et un effet dynamique sur la pike mobile; donc 
eile doit elle-m^me se däcomposer encore suivant la normale et suivant 1 axe BA. 
II est vrai que ia droite BA est eile m^me une ligne de mouvement; mais eile 
n est point teile que tout effort» exerc^ suivant sa direction, obtienne un effet pu- 
rement dynamique. Sur le plan ioclinä^ la droite parallele ^ la ligne de plus 
grande pente est seule une ligne de mouvement absolüe. Dans le cas actuel la 
ligne absolue de mouvement a lieu suivant AX\ parceque toute force appliquie 
i Ia barre au point A suivant cette ligne et de gauche i droite^ ne saurait plus 
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exercer aacuo effort de pression sur les deux plans; et tend siiDpIement k röntrat- 
ner^ en I'^cartant da Yerlical BO. Une force appliqu^e au coniraire k i'extr^mit^ 
sup^rieure de la barre» non seuleroent tendra a la faire descendre^ mais ä la faire 
eatrer en quelque sorte dans le plan BO. 

Ces considerations prouTent, roe semble-t*il, que la dtfcoroposition des 
forces est subordonn^e a un fait de n^cessit6 m^canique qui r^sulte, avec plus ou 
moins de clarte^ de la nature m^e du Systeme mat^riel qu on consideVe. 

Tout cela etant pos^^ nous obtiendrons ais^ment dans le cas actuel les 
pressions normales. Mais il est naturel de suivre k cet ^gard la voie la plus eco- 
nomique^ et qui parait la plus conforme i la transmission naturelle des forces. 
G est Sans donte celle qui a ^te indique d*abonL Par \k on obtient imm^diate* 
™«n* . . •.. ^ e ^ 

et la composante f^^ suivant BA^ obtient la valeur 

Elle doit se transmettre suivant BA )usqu en A^ oii eile se dtfcoropose suivant la 
verticale descendante et suivant la droite AX. II s'ensuit qu'en A nous aurons 
une pression 

et une force de traction horizontale 7] donn^e par IVquation 

W ^- ö-5^-^^'9> = Q-^-colg9. 

Gorome par hypoth^ la barre occupe cette position limite, pour laquelle 
la force Q ou Test sur le point de vaincre les forces passives /.P eXf.P'j il est 
n^cessaire et süffisant que la somme des rooments virtuels» qui r^pondent au 
mouvement momentan^ que le corps tend ä prendre, soit nulle, Ainsi , en pre- 
nant OA = X , OB =^y ^ a^ + y^ == a^, partant dy ä — coXgtp.dx, 
on obtient la nouvelle condition : 

iT—f.P)Ja:+f.P'.dy:=zO , ou T-fp -fP'.coig^^O^ 

et par la Substitution des valeurs de Ty P, P*l 

(A.) ;f-cotg9— /— /.j.cotgV = 0,.,, 
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partant: cotgcp = ^±^|/(l — 4/.^^). 

En prenant d*abord le signe positif devant le radical, oo voit que plus la 
donnee c augmente, plus cotg9 augmente, et plus Tangle (p devrait diminuer; de 
Sorte que dans la position dVquilibre» la barre aurait un pied d*autant plus fort« 
que le poids Q y serait suspendu plus baut; ce qui parait inadmissible. Bornons 
nous donc d'abord h affecter le radical du signe rUgatif^ ce qui donnera: 

(B.) cotg9= ^-^V(l-4/./.f); tang9=^.[^+^^)0~4/./.|)]. 

Or plus c augmente, dans la valeur de tangq), plus le radical augmente» de sorte 
que I^s quantites c, 9 croissent ensemble , et que le pied ä donner a Techelle est 
d'autaot plus faible que le poids Q est plus elev^. On voit ensuite par les valeurs 
de P^ P* que la pression en ^ est toujours ^gale au poids m^me applique« tan- 
dis que la pression normale en S, est ^gale et contraire ä la traction dynamique 
en A. Si Ton veut avoir leur valeur absolüe commune^ on n a qu'a substituer 
dans IVquation (I) la valeur de cotgg), donnee par (B). Mais cette valeur de P^ 
ne devient plus independante des donnees lineaires a^ c. 

Faisons re'marquer aussi que les valeurs des pressions normales P*^ P 
doivent subsister pour les positions de repos comprises entre 90^ et Fangle iimite 
9, donn^ par IVquation. (B). D abord il serait facile de prouver que sous une 
inclinaison quelconque a|;<<90^ 9 >-g)9 la somme des moments virtuels des 
frottements est supef ieure au moment de la forte active ; de sorte qu'une teile 
inclinaison de Techelle est en effet une position de repos. Mais pour toute po- 
sition de ce genre, la loi de d^composition qui conduit aux formules (I,II»III), doit 
subsister. Il faut considerer aussi que si les frottements etaient des forces absolu- 
ments actives^ ees diverses positions de repos entre 90^ et 9 nexisteraieut plus^ 
puisque Tinegaüt^ des moments virtuels des resistances actives et de celui de la 
puissance^ suffirait pour decider le niouvement. Mais pour les frottement il n*en 
est plus de mlme^ puisqu^une force passive ne saurait que risisier au mouve- 
ment qui tend ä se produire, sans pouvoir jamais faire naüre le mouvement coo- 
traire. 

Mais l^objet essentiel est de comparer maintenant les resultats de la tbeo- 
rie ordinaire (§. 19 2) avec ceux de la derniere Solution, (equations I, II, III^ IV) 
ou a Tequation (B) jointe aux trois premii^res. Cette comparaison montre imme- 
diatement que le desaccord est complet, partant que Fbypotb^se ordinaire est en 
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contradiction avec les principes irom^diats et incontestables de la science; partant 
qu'elle est inadmissible, et que par consequent il est tr^s inutile de cbercher une 
explication aux diflicultes qu eile präsente dans ses resnitats (a^ b). 

^. 4. 

Mais de certains lectenrs peuvent n'^tre pas encore convaincus entidre- 
ment ; il faut par consequent des developpements plus etendus. D abord la con- 
tradiction ne provient d aucune Interpretation inexacte de la methode ordinaire; 
ceia est d^j^ prouve plus haut; eile ne resulte d^aucune erreur de caicul; on peut 
s*en assurer en contrdlant et ve'rifiant toutes les Operations effectuees aux (§. 1, 
% 3). Si donc on veut encore soutenir la validit^ de cette inetbode^ on est oblige 
de contester lexactitudc de la Solution du (§. 3.). Or cette Solution me parait in- 
attaquable, commc reposant sur la vraie doctrine de la me^canique pbysique, sur 
le principe des moments effectifs et la decoroposition naturelle des forces. On ne 
saurait contester Fexactitude de ce prindpe, ni celle de la decomposition, teile que 
je Tai pratiquee dans lexemple actuel ; car en resum^, on pourra suivre teile voie 
de decoroposition qu*on voudra^ pourvu qn^on observe mes prescriptions, et Ton 
aboutira toujours aux valeurs finales que j*ai donn^es. Proc^der autrement» ce 
serait retomber dans lomi^re ordinaire » ou le lirrer gratuitement ä Tarbitraire et 
ä rinde'termination. 

Du reste, lemploi du principe des moments virtuels m^me, pettt £tre jusfi- 
fie ici« En effet, on sait par un tbeoreroe souvent cit^ dans mes memoires pr^c^ 
dents que le deplacement differentiel de la barre entre les deux plans d appui« 
D^est qu^une rotation momentanee de tous ses points autour du point de rencon- 
tre I des normales JMA, NB prolongees« Mais pour Tequilibre il est n^cesscure 
et süffisant que ce seul mouvement de rotation n ait pas lieu, et qu il seit sur le 
poiot de se produire, Donc il faut uniquement que le moment actif de la force 
Q ou Tautour de ii soit egal k la somme des moments des forces passives 9 ce 
qui donne (fig. 1) : 

Q.AH^f.P.Al+p.P'.BI; 

or WfisB c.cosg) ^ Al^s^a.tmtp . J?/s= a.cosq)| partant: 

Q.c*cosg) — /. Q.a.sing)— y^ Q.-.cotg9)«acosg) = 0. 
Ainsi nous retrouvons, ä point nommd, rdquation (A) foumie par le prio- 
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dpe g^n^ral qui se trouve par lä inline d^mootr^. Soit en effet d& la rotalioD 
de la barre autour de / dans un instant; IVquation des rooinents donnera: 
Q.AHsssf. P. AI+f.P'.BI. Or AH.d& . ALd& , BI.d& sont les chemins 
virtuels absolus des forcesQ, f.P , /^.P'; et en nomniant dq ceiui deQ^ j*aurai: 

jx e 

Q.dq^=iQ^AH.dd'^=iQ*c.cosfp.d&=Q*c.cosq>.'2[f = Q. -.cot fffKda:B»T.dx; 

AI.d& =2 da: , BI. d&^-^-dy, partant : 
(Q.^.cotgy-/.P)dr+/.P'.flrjr = 0; 

et Ton voit ainsi que le'galite des moments Tirtuels de Q, T, m^caniquement evi- 
dente, se v^rifie aussi par la gdomdtrie. 

Comme il n y a donc aucune objection possible a faire ä la Solution du 
(§. 3.)> fen conclus naturelleroent que Thypothese de la theorie ordinaire est ür»- 
admissible et se trouve renversie par nies raisonnements; que du moins eile est 
erronn^e dans de certains cas particuliers, tels que celui dont il s'agit ici; que si 
eile est exacte dans d*autres cas particuliers j cela provient uniquement de ce que 
Tegalit^ des moments virtuels entraine alors celle des forces que suppose cette 
throne* Mais ^videroment je ne saurais plus avoir aucune confiance dans une 
m^thode qui se pose et s'enonce d*une maniere absolue et generale, et qui est in- 
exacte ou exacte selon la nature des questions quil faut traiter; car eile manque 
ainsi de caract^re sdentifique, et les r&ultats quelle amene, ayant par eux-m£mes 
besoin d^^tres v^rifi^s» restent sujets h contestation» 

§. 6. 

Examinons ai la Solution obtenue au (§. 3.) peut en effet soutenir une 
discussion approfondie et toutes les ^preuves particuli^res. 

1) On voit d*abord que la position d*^quilibre existe pour toutes les va- 

leurs de c> 4a././'; que pour c c= 4 .fl//,cotgq) =3 ^, *^ng9= J'gf — 2/>, 
et que pour c<4a.fj' Tinclinaison d'equilibre de la barre a une tangente ima* 
ginaire. Cela sigmfie quil n y a plus de position dequilibre, partant que la barre, 
^tant placee dans une position quelconque entre les deux plans, reste simpleroent 
h Fetat de repos, et que pour Ten d^ranger vers le bas, il faut une forcr Strängen 
plus ou moins considerable, facile k calculer. Verifious Fexactitude de cette in- 
terpretation du cas de Oi af\f. En nomment oj) langle sous lequel on place 
la barre entm les deux plans, on aura: 
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P=zQ , P'^Q ^.cotgyj, , T = fcotgiJ,. 
ce qai doane pour la somroe clv^ des moroents Ti'rtuels : 

oa dvz=z Q- (cotgaj; — /'. cotg^oj;) dx—f.Q.dx. 

Or il est facilf ä voir qu en prenant d*abord taDgij; =: /, la quantit^ dp 
a une valeur oegative« Prenons donc en g^n^ral: 

tanga|;=/±/i . 

p^ sera une quantite' ^bitraire^ pouvant devenir au plus egal hf dans le cas du 
signe inf^rieur^ et aussi grande que Ton voudra dans le cas contraire. Pour ex- 
primer en outre que C'KAa .f.f, posona 

r? exprimant une quantit^ quelconque coniprise entre ziio et 4/./'. En sub* 
stituanty on obtient : 

dp : y da? = (fdb^ 

Mais on reconnait ais^ment que pour le cas de tanga|)</', comme pour tgtlx/". 
le numerateur du second menibre de cette Taleur de dpi Q.dxy est une quantite 
positive^ de sorte que dp est une quantit^ negative; ce qui d^DEiontre que la 
somme des moments virtuels des frottements est sup^rieure au moment yirtuel 
moteur, Donc la barre restera 2t f^tat de repos^ sous quelqu' angle qu eile soit 
plaotfe. En effet, le mouvement ne pourra pas nattre dans le sens descendant^ 
puisque Ton na pas i2p>0; il ne saurait Itre sur le point de nattre, puisque Pon 
na pas non plus dc' = O9 de sorte qu'il ny a pas de vraie position d*^quilibre. 
Mais il ne saurait se produire non plus dans le sens ascendant, puisque les frotte- 
ments tendeut seulement i detruire le mouvement de cbüte» sans pouToir en rien 
contribuer a faire naitre un mouvement en sens cc^traire. L^nterpr^tation du 
cas de la racine imaginaire expos^e plus haut^ est donc justifi^e et me semble 
mime offrir quelque chose de r^marquable par la signification m^canique attri- 
bu^e au syroböie imaginaire. 

2) Si Ion suppose c = 9 fyf restant quelconques^ Tiöquation (A) de* 
Cralle*f Jomil f. d. ■• Bd. LI. Heft 8. 37 
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irient impossible. Mals dans ce cas en efTet on oe saurait plus einployer une 
eqaation de momenls virtuels, puisque la question devient iliosoire, et que pour 
c = il ne saurait plus y avair ni d^composition de force^ ni tendance de mo- 
meots virtuels. 

3) Si ]*on suppose c s= a, on obtient 

cotgg) = ^-^-m - 4././0J 

ce qui prouve , contrairement au resultat absurde de Thypothise ordioaire« que 
rinclinaison dVquilibre de'pend eocore bien des frottements sur les deux plana 
d'appui k la fois. Seulement on yoit qu'il n y a plus que des positions de repos, 
d^s que la nature des substances frottantes est teile qu elles donnent 4/*«/' > 1. 

4) II est superflu d'examiner k part le cas tout special de c s=s h.f.fj d^ä 
compris dans celui de c<,z.f.p. Mais on voit que lä oü la theorie ordinaire 
assigue encore des positions d*^quilibre9 il n y a de ja plus que 6es positions de 
repos. Faisons r^marquer g^n^raleroent que la pretendüe position d^equilibre^ 

donn^e par la formule tang^' = — —ji — , n est<*elle m^me quune position de 

repos. 

En effety en prenant dans la somroe dp obtenue plus haut, oj; s= 9% et y 

substituant la demi^e valeurde tangg)^, cotgy^^ ainsi que les vraies valeurs des 

pressions normales^ on obtient pour la somme des moments virtuels: 

Gette somme est donc toujours n^ative; ce qui prouve que sous rinclinaison 9' 
la force motrtce est trop faible que pour ^quilibrer les frottements dds aux prea* 
sions normales. Il est bien vrai que si dans la somme dp on reroplace les qoan* 
titis P) P' donncfes par la formule (a)) on retrouve dp' = 0; mais cela doit dtre, 
parceque la theorie ordinaire est logique dans ses combinaisons et conclusioiis. 
Seufement au fond^ la somme dp' est negative« au lieu d^tre nulle^ et Ion n obrient 
IVgalit^ do^ =s O9 que par la Substitution de valeurs inexactes des pressions nor- 
males. 

5) D est bien clair que pour tonte position dynaniique de la barre^ les 
pressions normales ne soot plus donn^es par les ^galit^s (I^ n)) puisqu alora les 
r^actions d^tnertie viennent se combiner arec les forces actives. Ainsi ces formo» 
les ne peuvent sVtendre que depuis 9 =: 90% jusqu*i la valeur Kmite de 9^ 
doun^e par T^uation (B). IN^nmoins^ comme dans le cas de c < ia./if, ton- 
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tes les positions obliques de la barre sont de repos ^ les formules dds lors doivent 
sVtendre depuis 9 = 90^ juiqu'i une valeur de 9 infinimeot petite^ ou jusqu'ä 
9 = exciasiveroeot; car & cette deroiire h'mite la question ä resoudre n'en est 
plus 9 et la loi de traosmission qui subsiste alors^ est inconnue, et oe saurait plus 
r^sulter de la seule force Q. 

6) £u ^gard ii la valeur de cotg99 donn^e par la formule (B), 00 voit que 
tang9 est tou)ours sup^rieure i la quaotit^ 2/^, Cela pos^, si Ton demandait k 
quelle hauteur on peut Clever un poidsQ sur une Schelle dress^e sous un angle 9 
eonnu^ avec rborizont avant que de la faire glisser sous Taction de ce poids^ on 
n*aurail qui resoudre IVquation (A) par rapport k c prise comme inconnue, et 
Ton aurait; 

En supposaot d*abord tang9 = 2f^ on obtient c = Aa.fJ\ Prenaot 
ensuite tang9 ssfif + q^^ (j^ roarquant une quantit^ susceptible de croitre iod^- 
finiment^ on trouve pour c la valeur 

laqnelle surpasse la premiire valeur de c de Texcis «^^ ui crott ind^finiment 

avec 9*; ainsi la quantiti c croit avec 9^ k partir de 9 s=5 arc(tang = 2/0* 

7) Exaniinous de quelle maniire devrait se faire la d^coniposition des for- 
ces) si la force qui sollicite la barre en 69 tflait horizontale, au lieu d^^re verticale« 
En raisonnant coronie au ($. 3) 9 on voit qu on aurait d'abord deux coroposantes 
horizontales, lune en A de j4 vers O, et Tautre en B, normale au plan BO. 
Gelli-ci serait d^truite ; niais la preroi^re, agissant maintenant vers rinttfrieur, de- 
vrait se d^composer suivant la normale en j4 et suivant Taxe AB; celle-d se re- 
porterait en B, oü eile donnerait lieu k une composante normale, et k une traction 
de B vers Y, tandis qu'il n*y aurait plus aucune traction motrice au point^. Plus 
bas on reviendra sur ce cas. 

8) Nommons d^ la somme des moroents virtuels des forces, qui repon- 
dedt k un angle quelconque 9, et 9^^ 9'' les angles des deux radnes de Fcfquation 
(A), 9^ ^tant Celle de (B); on obtient: 

d/x CS Q.~«da?,cotg9 — /*. Q. j. dx. cotg*« 9 — /• Q*dwy 

37^ 
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partaot : 

^t^ == ö- J-^(co^9 ~ «>*g90Cl — /(cotgg) + cotgyO]- 

De plus, la quantit^ dfi s'ezprimerail de mtoe en fonction de 9, 9''. De lä il est 
ais^ de conclure: V que pour toute valear de^ comprise entre 90^ et ff\ lasorome 
dfJL est negative, partanl qu il y a position de repos ; V qae pour toate valeur de 
9 comprise entre 9' et 9'', cette sorome est positive, partant qu*il y a position 
dynamique ; 3® que pour toute valeur de 9 comprise de 9'' ä 0^ la somrae dfJL 
est de oouveau negative, de sorte que dans le sens strict de Faualyse, il y aurait 
de nouveau position de repos de la barre pour 9 < 9^^ Mais cette contiouite 
que je coosidere comme analytique 9 n'existe pas de fait ; du moins rexperience 
semble la contredire^ et annoncer que quand une barre pesante est placee entre 
deux plans horizontal et vertical, sous un angle quelränque moindre que 9', eile 
ne saurait plus jamais conserver cette position par le simple effet du frottement. 
Cette difficulte doit sexpliquer, je pense, en admettant que la loi des pressiens 
dynaroiques se substitue aux pressions sfatiques ^depuis 9 s= 9^ jusqu^i 9^' d'a- 
bord, et de la jusqua 9 = exciusivement« Aüssi, pour les cas particulier de 
c = Aaf.f^ on obtient 9^' =5 9'^ et lanalyse reduit toutes les positions entre 9' 
zero ä des positions dynaroiques. G est pourquoi la radne 9'' m'a paru inadmis- 
sible dans le cas ge'neral. 

9) £u egard au raisonnement du (§. 3.) et aux formules (I9 11^ HI), il est 
clair^ que la.force Q est la rtfsultante des pressions normales et de la traction Tj 
parfant que 1^ somme des prujections orthogonales de Q, — P) -«P', *- 7sur 
un axe quelconque est nulle, et quil en est.de m^me de la somme de leurs tno- 
oients de rotation autour d un point quelconque. Mais ce nest point lä ce que 
soutient la theorie« poisqu^elle fait entrer les frottements en ligne de compte. 
D ailleurs, en faisant m^me abstraction de ces resistances, eile exposerait encore 
i des mecomptes. En effet, comme eile sV|^once d'une maniere absolüe^ il faut 
bien que si eile suppose une force de traction, 7^ en A^ eile en admette une T* 
en B. Si Ion raisonne maintenant d apr^s cette hypothkse corngde^ (les frotte- 
ments etant laisses de cöte), on ne saurait jamais obtenir que quatre äquations de 
condition, en employant m&me le principe des moments virtuels effectifs de tou- 
tes les forceS) tandls qu il y a pourtant cinq inconnues distinctes P, JP', 9, 7\ T'y 
et il s'ensuivrait de la que le probleme actuel serait indetermine. Mais il est evi- 
dent en soi que le contraire a lieu; et c est d^montre aussi par le fait d^une Solu- 
tion pr^cise, obtenue au (§• 3). Toutefois cette ind^termination ne subsisterait 



qa*ä la condition d*adniettre ri^^Ieinent une traction 7*^ au point B. D^ qn^on 
eiamioe une fois la question en eile mline, conform^ment aux id^es tfnonce'es au 
($• ^Oy OD reconnait bien que cette force jP' est=sO. Mais Yinond de la throne 
ordinkire oe nous appreod absolument rien k cet egareU II est clair aussi que si 
la force 'qui agit sur la barre, ^tait borizoDtale, la traction en y^ ou 3^ serait z^ro, 
tandis que tdtate la traction djrnamique se reporterait au point B» Mais toute cela 
se voit seulement par Texamen attentif de la question, 

§. 6. 
mm de «ael^MMi mmm umleciiMi 4 eelni 4a (• •• 



Recherchons la position dVquilibre de la barre dans le cas oü eile est sol* 
lidtee en G par une for^e Q qui agit ä la droite de la verticale descendante GF' 
(fig.5) sous un angle Xi^SO^ — q>y 9 marquant Tinclinaison dVquilibre. Dh 
lors il faut encore d^coniposer les forces, d*apr£s les indications de la (fig, 5.) 
On trouve ainsi^ aprSs avoir sübstitue ä Q ses deux composantes paralleles 

^= V-a üi^ — = ö-a<^ö«*-«ö<«9>-ö-a**"*' 

P— AV+AM^ Q^^^o%X+Q.^zo%'ji^ Q.cosX, 

r=^i^-=l-^Z = Q*-sini + Q.jcosi.cotgg). 

•et IVquation des moments virtuels donnera: 

T-^f.Q.cosl—f.P'.coX^tf «. 0, 

ou bien: (a) /.cotg'y — (l+/taogi).cotgy » ^tangA — ^./-.^ 

Mais il ne serait point permis d'ätendre cette Solution k toutes les valeurs 
de ^ positives et negatives. En effet, supposons ((ig. 6) que la force Q tombe 
k gauche de la verticale descendante et aü dessus de lliorizontale GH, entre GH 
et GBj la barre ^tant toujours cens^e placke dans sa position dVquilibre« On 
voit que le role des deux composantes ytfiS^ BT est maintenant interverti par rap- 
port au cas de (fig^ö), et quelles tendent toutes deux i faire glisser la barre dey^ 
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vers O et de jB vers ¥. Si donc on d^coropose d'abord jBT>* Q«- suivant la 
nonnale et BY^ et que Ton fasse QGH ■■ Vy on obtiendra : 

et Gomme la forte Bü tend d ^Carter la barre du plan OA^ et ä surmonter sim- 
plement les resistances, eile n est plus susceptible d*aucune decoroposition ult^ 

rieure. Mais la force j4S ■* Q»^ ^^it se dteomposer non pas suivant les droites 

j40, ab, parreque tout effort suivant AO serait encore capable d*an effet mixte» 
mais suivant Af^, AB. On obtiendra ainsi : 

Or cette demiire force se reporte au point B^ oü eile occasionne la pression par- 
tielle BiVi* ö*a 'coii5*^^*9* ■■ Ö*J^^*9» ^ ^"^ f®"'^® dynamique jBZai Q,- 
X cosi}«tang9); de sorte que nous avons maintenant pour P, P^ les valeurs sui- 
vantes, tres diff^rentes de Celles du preniier cas: 

P- Q. j*cosi24tang9— Q-j-sinj^; 

P* ^ BM+BN^ Q^-.eoBfj+Q.-.cosfi^ Q.cosi^. 

Au point >^ il y aura une traction nulle, et au point B une traction verticale at- 
cendante T^^ ayant la valeur 

T^BÜ + BZwm Q.^.sin^ +Q*-.cosi7.tang9. 

II y a donc dans le passage de Tun cas d lautre une Solution de continuite 
roicanique, puisque les pressions normales du second cas ue saurient^tred^duites 
de Celles du premier, en changeant dans celles-ci Tangle A. en -— (90^+9); ce que 
Ton peut ve'rifier ais^ment Pour les tractions la difficult^ serait bien plus graode, 
puisqu'une fois on obtient cette force au point A^ et Tautre fois au point B. 

L'^quation aux moments virtuels donne maintenant: 

T^f.P* -/.P^tangy - 0, 
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ou bien: 

(B) (C.sinjj — a^.co$j2)cotg*9 + Ä(cosj7+y.8inr/).cotg9— /.Ä.CO817 =r 0. 

La Solution de continoit^ m^canique quon vient de signaler, provient en 
genäral de ce caractdre d^ioditermination propre ji la loi de la d^composition des 
forces, qui se snbordoone d^elle-ro^me ä une loi speciale de nicessit^ m^canique 
dans chaque cas particulier; et eile se produit dans le passage dun cas au cas 
analogue; pr^cisement parceque cette ind^termination disparait h chaque fois 
d'une inani^re difförente. 

Ezaminons succintement les conditions de Täquilibre rationnel pour lequel 
y s= , fssO. Le cas de la (fig. 5) exige alors que Ton ait : 

r=s Q.~.sini+ Q.-.cosA*cotg9 = 0. 

On Yoit que cet äquilibre est possible seulemenl dans le clis de l n^atif, et quand 
la force Q agit en G^ h gauche de la verticale OV^ Prenant en effet A s= — A,'^ 
on conclut de T =: 0: 

cotgy = ^.tangV* 

Mais le cas de Fautre figure exige 7^ v 0^ partant: 

Ctsinj} + &.cosi!;.tang9) »0; 

ce qui arrive seulement quand la force agit au dessous de lliorizontale GH. Pre- 
nant en effet t^ tm ^rfy on aura: 

b 
cotg9--.cotgV. 

Si donc on suppose que la force Q ait la ni^me direction dans les deux cas, ce qui 
revient kti' tm 90^ — X'y on voit qu*il n y a plus qu une Solution, et que la discon- 
tinuittf cesse d avoir Heu. Mais cest \h encore une consequence de la nicessittf 
m^nique qui nous montre pour le cas actuel que sous Taction de la m^e force 
il ne saurait y avoir deux positions d^^uilibre rationneUesy diffi^rentes. 

Mais comraent diterroiner les positions d*iquilibre physigues dans la sup- 
podtion que la force Q soit dirigee dans Vangle HGF, et quelle fasse un angle V 
avec la verticale GF? £n changeant X en —X' dans la valeur de Tf (fig. 5)^ 
on obtient: 

r = •- • (c.cos V,cotg9 — &• sin AiO 
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et FoQ voit que T reste, positif pour touiMJes valeurs de 9 qai $atisfont k HoA- 

quation : 

h . 

cotg9>-.tttngV; 

cest^i*.dire pour toas Ie$ 9 införieurs k riodinaison dVquilibre rationnel. Donc 
dans ce cas il faut employer la formule (a) relative ä la (fig. 6)9 ponr caiculer la 
positipn deinaod^9 avec rattention d*y changer X. en — V. Mais si Tdevenait 
n^atif ii il faudrait recoarir ä la formale {ß) , en y diaogeant 17 en ^- rf. Ainsi 
Ton aura: 

I^ss 6.-*to«j2',tangy— Q.-.siniy^ 

Od voit que T' reste positif pour tous les cas de 9 supirieur h rinclinaisoo d*iqui* 
libre rationoel^ ou pour tous les 9 de rinä^liti 

cotg9 < jVtang V-j 

et d^ lors il faut adoiettre le mode de d^omposition des förces, marqu^ par la 
(fig« 6). D^ailleurs la bar|e pouvant indifr(£reinroent ^e platte dans un ötat de 
repos k droite ou h gauch(|| de la positioo rationnelle, il faut qu'il y ail deuz po- 
fitions d'öquilibre physiques» l'une d un c6\6, Tautre dij| cötö contraire. Mais ces 
Solutions ne peuvent resulter dune mdme formule (a)j ou (ß). En effet , ces 
deux forroules doivent donner Tune une position, et fautre la seconde position, 
et ne sauraient avoir one radne comnijuine^ que qtiand de certaines conditiooa 
subsistent entre les doHnäes a, c^f^ß, W Dans Tbypotbdse de V =s 0, Tiqua- 
tion (a) foumit les r^sultats d6]i connus, et T^quation {ß) produit le resultat Evi- 
dent 9 s= 90*, et une Solution inadmissible. 

Si Ton suppose au contraire 9 =s 0« dans la formule (ß), ou V =r 90^ on 
obtient T^quation partieuli^re 

~*g'9-^-"tg9 + ^ = 0, 

qui doit toe discutie corome celle du cas oü la force Q est verticale« 

' Ön pourrait examiner le cas oü la force Q^ au lieu' d avoir une direction 
^^eiöstante, ferait un angle donni avec Taxe de la barre. On pourrait diterminer 
anssi les iimites de Tangle/^^ au delä desquelles les positions d^iquilibre devieo* 
nent imaginaires. Pour sinf^plifier d'abord la discussion^ on pourrait poser y^ssO, 
/restant quelconque, ou/^ps 09 ß conservant une valeur donn^e. 

Quant k la positionid'iquilibre raliönneUe, eile est «eulement possible quand 
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la Force Q agit suivant une droite situäe dans Tangle droit HGF\ dans les cas 

contraires la valeur de cotg<p deviendrait en effet negative ; ce qui est äTidemment 

inadmissible. 

Pour construire cette position rationneile, je prends sur la verticale (flg.?) 

OB une longueoT On = b^ et je tire loblique Op sous Tangle X' avec OB. Cela 

donne : 

Oq = np = On.iaagX = b.iangX\ 

Je prends ensuite Orn =£:, ce qui donne Om + On = ay et je tire la droite ifm, 
sur laquelle ou fait qr = a. Par le point r je mene une horizontale rJ?, et par 
son point de rencontre arec la verticale OB^ on mene une droite BA parallele a 
qr; eile marquera la position demandäe. On peut y^rifler en effet que pour cette 
position, la ligne d action de la puissance Q, appliquce en G, ä une distancey^G^r. 
doit passer par le point de rencontre 7 des normales aux deux plans en A, B; 
car en tirant la droite G/^ on obtient le triangle G IK (\ui donnne: 

tang G/K = GKiIK = GA. costpiGB. sing) = -g cotgg) = tang A'. 

Du reste il est immediatement evident par les moments de Forces que la 
barre ne saurait se trouver en equilibre que quand la ligne d*action de la Force Q 
passe par le centre /. Alors, en eFFet, le moment de la Force a deplacer la barre» 
sera aul, et ne le sera que pour cette position. 

§.7. 

Be r<4alllbre d*aii carps sallde, ••ami« m anc farce danit^e, et 
•'•ppajABt en dcniL palnts «ar deux. plan« Incllü^s qui se canpeitt 

•ulwant uüc horlzoitSale. 

Tant qu^il s*agit simplement de T^quilibre rationnel de ce cas^ il est certes 
permis d*aprds les idecs regues dans la mecanique elementaire, que les pressions 
normales aux points dappui A^ B des plans sont les composantes de la Force Q 
directement appliquäe» ou que les reactions normales en A^ B ont une resultantc 
tfgale et diamätralement opposce a la Force Q, de sorte que la ligne d action de 
oelle-ci dans la position d equilibre du corps^ doit passer par le point de rencon- 
tre /des normales en A^ B aux deux plans. Ainsi Ton obticndra les pressions^ 
soit en transportant Ic point d*application de Q jusqu'au point /^ et y d^compo- 
sant la Force Q suivant les normales lA, IB (voir par ex. la Statique (ieMonge\ 
soit en prenant les pressions normales en sens contraire, et projelaot Q et ces 
CreUe*! Jonroal f. d. M. Bd. LL Uefl 3. * 38 
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pressTons ainsi estimces^ sur un ave horizontal et un axe vertical; ce qui donne 
celles-ci par deux ^quations Je condition. Mais poar obtenir alors la positioo 
d*equilibre m^me, on dira que la somme des inoroents des forces Q, — P, — /^ 
autour d*uD point quelconque du plan j4IB, autour de ^ ou £ par exemple, est 
nulle. Cette ögalite des moments exprime en effet et seulement que la r^sultante 
des forces Q, — P, — P^ est nulle^ ou bien que la ligne deQ passe par le point /. 

Mais quelque simple que soit cette mani^re de raisonner, eile präsente 
d*abord l'inconvenient d'^tre subordonn^e k la consideration d'^une resultante qui 
n'est pas toujours applicable a des cas plus compliqu^s; ensuite eile cesse d'£tre 
applicable au cas actuel meme, d^s qu'on se propose de rechercher la position 
dVquilibre physique du Corps entre les deux plans. Cette assertion est suffisam- 
ment prouv^e par les paragraphes pre'cedents. Enfin c*est en etendant et en gi^- 
neralisant cette fa^on de raisonner, quoiqu'incontestablement exacte en elle- 
rodme^ que Ton est parvenu ä cette hypothese de la theorie ordinaire dont Tin- 
exactitude dans la mecanique physique me semble bien constatee; aussi par tout 
ce que j'ai dit prec^demment. C'est pourquoi il paroit prefera&le de raisonner 
de la maniere suivante, meme pour le simple cas de lequilibre rationnel. 

Puisque d'apres ün theoreme de MM. Chasles et Bobilier, et qu'on peut 
demontrer par les Clements de geometrie, le döplacement du corps entre le deux 
plans n'est qu'une rotation autour d'un seul et meme point / de la rencontre de 
toutes les normales aux Clements de chemins d^crits» il est necessaire et süffisant 
pour l'equilibre que ce seul mouvement possible nait point lieu; partant que le 
moment de rotation de Q autour de I, ou que le moment total des forces^ s'il y 
ed a plusieurs, soit nul: condition qui exprime en dantres termes que la resul- 
tante des forces passe par le point /. De la on passe ensuite ais^ment, et sans 
s'exposer a aucune inexactitude, au cas de requilibre physique. On voit en effet 
iramediatement que pour trouver alors cette position qui separe les situations de 
repos des positions dynamiques^ il faut egaler a zöro la somme des moments de 
rotation des forces actives et passives par rapport au point /; et cette egalite n*est 
au fond que Texpression des moments virtuels effectifs, appliqu^s au cas actuel. 
Ainsi, pour achever la Solution de la question physique, il reste a faire Tevaluation 
exacte des pressions normales P, P' aux points A^ B. 

Pour cela expliqnons nous par lexemple d'une barre rigide, tiree en son 
point G par une force verticale Q; le point G sera ainsi le centre de gra^ite du 
poids mime de la barre, si Ton veut, ou d'un poids additionnel et elranger. Pour 
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le cas d*ijQe Schelle, le point G serait donc le ccntre de gravite du poids de celle- 
ci, augmentee du poids de rhomme qu*elle supporte. 

Soit (flg. 3) OX le preruier plan d appui\ infeVieur d'un angle l a Phorizon, 
et OJT le plan d'appui supäneur, deviant d'un angle /ul h gauche de la verticale 
Of^. En prenant encore une fois 

OB obtiendra, suivant les principes de la decomposition naturelle des Forces , ex- 
pos^s au (§. 3): 

_ ^ e cos (9 -I- A) _ z> * • -i . /i ^ cos ^. si'mp 

x« + y« + 2xrs.n(A- + ^) = a'; '// = - ^« T^tlSTiürM) 
y : a^ = sin y : sin (18Ö® — 90* — X/ — 9 — ^) == sin 9 : cos (<p + X/ + /x), 

L'equation des moroents virtuels (T—-f.p).da;+/*.P',dy=sO donnera: 
T-fP^PP' ^^^ = 

et par ia Substitution des valeurs de P, P', T en Q, b, c, % A. /a: 

w \ f 1 ^ cos qp — /".sing) cos y. cos(y-f-A) 

6(smX,-/cosX, + c. cos^ riHc^I^TT^) ^ A**' sin • (y -i- A -h m) = <>• 

Gelte igaliti peut servir ä calculer finclinaison d'äquilibre de l'ecbelle» la distance 
c iXxoX doonie. A Tinverse eile servira plus commodäment encore ä calculer la 
distance c dont on peut s*^lever sur lechelle pour atteindre la position d*6quili- 
bre qui r^ponde ä une inclinaison donnöe. 

Pour reconnaitre dans quelles circonstances la position d Vquilibre n'existe 
plus, prAcisement parceque les diverses situations de la barre seraient toutes des 
Atats de repos, il faut resoudre T^quation obtenue par rapport a tangg>9 et exami- 
ner a quelles conditions la quantiti radicale devient imaginaire. Mais tout en 
abaodonnant ces dätails un peu longs» examinons dans quels cas la question m^me 
de Tiquilibre rationnel est possible, et dans quels cas eile ne Test pas. 

38 ♦ 



300 6. Sieieheny sur quelques dtfficuUis de la mec. phys, 

1) Poijr/= 5 Z' = 0, r^quation donne: 

- . cos fi. cosq> ^ 

tang^ = — [c.cos^ + Ä.sinX,,sin(X; + /i)]: Ä.siiiX/.cos(i + /x), 

Or ^videmment la quantlt^ 9 ou tangg)^ doit Stre positive pour toute solulioD^ 
prise strictemenl dans le sens mecanique de la question ; et ce sont les solotions 
do cette espece qu'il Importe de reconnaitre. Mais pour A) /u positifs k la fois 
(cVst le cas de fig. 3), la valeur de tangg) est negative , et la position dVquilibre 
rationnelle est impossible. Cet(e iinpossibilitö subsiste jusqu*^ la limitc de /x = 0« 
^ conservant une valeur positive jusqu'a %6to inclusiveinent. 

2) Supposons A et ^ ndgatifs ^ la fois, et faisons 1 = — A' , ^ = — /^'? 

ce qui place les deux plans d'appui entre Thorizontale et la verticale sup^rieure^ 

et donnera: 

c.cos/ + 5.sinA*.(A' + ^ 
tang9= 6.sin;/:cos(A'Hh/7) 

Cela produit dans ce cas une Solution toujours possible, excepte le cas oii les 
deux plans sont couches Tun sur Tautre. Mais ce dernier cas doit etre exclus, 
parcequ^alors la question primitive devient illusoire; ainsi que la transmission 
des forces adoptee dans le cas general. 

^. . .^ , c.cos^ — A.sini'.rinO* — A*) 

3) /i teste positif et A = - l\ tangy = —brsii)i\cos(M^xT " 

Mais on voit que pour conserver 9 positif, on doit avoir Pinägalitd 
c.cos/u > Ä. sin y. cos A'. sin /x — b. sin^ A^cos/z, 

c-4-6.iin'A' ^ c 

ou tang/z < 5 si„;i/.eosÄ' = < *^"«i +Ä.siiiA'.cosA' ' 

On reconnaitra donc entre quelles limites la position de röquiiibre rationnel est 
possible, et dans quel cas eile ne Pest plus. 

La formule qui donne tangq)^ resout en meme temps la queetion pure- 
ment g^om^trique^ celle de placer une barre ou une droite d'une longueur don- 
n^e, entre deux axes {OXy OY) de maniere que la verticale du point d68ign£ G 
de cette longueur passe par le point de rencontre / des normales ^ raenöes par 
les points extrSraes aux deux axes. 
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§. 8. 

B^vimre d*ane ^helle, »ppllqa^ siir an plan karlzont»!, et pasAnt 
p»r •» partle sup^riearc aar an eyllndre an «lar ane »rdte 

liorlzoiitAle fixe. 

Pour traiter ce nourel exemple, soit d*apres la fig. (8): 

GA =z c , GC =^ 6 , b + c = a , CAO = qi l'inclinaison d^^quilibre. 

z la distance du point de contact B a Textremitä sup^rieare de la barre, 
qiiand celle-ci a rinclinalson ; BO la verticale tiräe par le point de contact 6 du 
cylindre ei de la harre; 

Dq la yerticale du centre, 

OA^x , ql) = 0m — h , OBzzzy , BD = R. 

Les quantitäs a, b, o, h, B sont connues, tandis que cf, y^ z, q) sont a trouver. 
On d^duit d*abord de la iigore: 

X = (a — z) cosq) , y = (a — z) sin cp , et y = Ä + Bm =i h+ R co^q), 
d*oJ] resulte : 

(a — z) sm(p = h + R cos 9. 

En d^signant par P la pression normale en Af par P* celle en £, qui n*est 
plus horuontal^, mais suivant BD, et par Tla traction a reitremite inferieure, 
on a par les nioments: 

(T-J.P)dx+J\P\dz = 0. 

Poi|r iviter une complication de calcul, bomons nous ä supposer le rayon 
R infiniment petit, et il yiendra: 

^^^ ^ *.cosy.dy ^ = _ A:rf5L. dz = -dx.cosq>. 

Ainsi la soinmer/^ des moments virtuels pour une position derepos quel- 
conqae derient: 

d^ = (T-/.P)da:—f\P'.co$cp.dxy 
et pour la figure d'equilibre on aura : 

T-f.P—fP\cos(p = 0. 
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Gelte ^quation differe de soq_anaIogue du (§. 3. De plus sa forme aiia- 
litique, fut-elle la m^mey eile en difförerait encore, parceque lesquantites T.P^P* 
ont changä de valeurs. £ii raisonnant comme au (§. 3), oti obtient d^abord en 

A^B, les deux forces verticales Q /— Z-*Y Q«{ — ~^ ^" '^^ ^^ ®" ^®'* ^"^ 

cette derni^e doit se d^composer suivant la normale j5D, et suivant laise BA^ ce 
qui donne: 

JP' = Q. -— — . cosq) suivant J3D; 

et la composante Q. ^^^ ,sin 9 se reportant au point A^ on en conclut que/'' 
exprime en effet toute la pression normale du cylindre. On obtient ensuite pour 

Ces valeurs elant mises sous la forme suivante, en vertu de jR infinimenl 
petit: 

r= ö • j • »in* 9 • cos 9, P = Q — Q, ^ .siny . cos'9, P* ==Q. j .sin 9 cosy, 

et Substitutes ensuite dans dfJL = 0, on en d^duit : 

h 



in 9 . C0S9 (sin 9 +y — /', cos 9) — /. - = : 



sm 



equation de condition toute differente de cette du (§. 3)^ quoique les raisonne- 
ments employes dans cbaque cas soient les m^mes; et eile subsistera encore alors 
m^me que le cylindre serait remplace par Tarnte horizontale d uu mur verticai 
de hauteur h. II est vrai que la normale ^ une teile ar^te a une direction inde* 
terminee; mais la condition qui eiige ici quelle soit en m£me temps perpendicu* 
laire a la face plate ou courbe de la barre ou de IVcbelle ou point d^appui 9 la 
rend parfaitemeot determinee. Dans le cas partieulier de ^ = /^ lequation en 9 
devient : 

cos 9 — cos 9 = / — . 

On peut reconnattre ais^ment que le maximum de C0S9 — cos'99 arrive 

1 2 

pour cos 9 = -^yS et quil vaut "9* V3 ; donc^ pour que Pequation precedeoie 

A 2 9 f K 

soit possible^ la quantit^y.- doit ^Ire infe'rieure a -q^}/3, ce qui donne €■> oyS • 



y 
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Donc tootes les fois quey=y', et que la quantit^ c a une valeur moindre, la 
figare dVquilibre n'^xiste plas, et la barre restera ^ Fitat de repos dans toute po- 
silion oblique entfe les deux surfaces d*appui. 

Pour reconnaifre de m^me cette limite superieure de f.— dans le cas de 
/.f quelconque, il faudrait chercher le maximum U, de la qaaatite variable 

k r.h 

sin^cosy (siny+(/^y*)cos<p)etroettreeijsuitelaconditiön:/.~<£7', ou c>"-^* 

Dans tous les cas ou eile neserait pas remplie, toutes les posilions seraientde repos^ 
Pour se eonvaincre mieux que rimpossibilit^ de la question, si efle arrive, 
indique eu effet qu alors les posilions sont toutes de repos, il suffif de coasiderer 
qne pour 9 quelconque on a: 

d/u = Q. ^. da?. I sin y cos ^(siny-f- (/"—/*). cos y) — /.- L 

On voit immediatenncnf par la que quand le nombre/.— est supcrieur au maxi- 
mum de sinqp cosq> {smq>+(/ — /') cos^)), lasomme d/u des moments virtuels reste 
negative, c'est a-dire que la force motrice est trop faible pour pouvoir faire 
glisser la barre, sous quelqu angle que celle-ci soit placee. Mais 6videmment les 
frottements ne sauraient faire naitre le mouvement ascendant. Donc la barre 
restera au repos dans toutes les positions ; et ce cas arrive d autant plus aisement 
que la distance GA == c est plus faible. 

On pourrait mettre aussi la condition que Techelle eüt sa position d'equi- 
llbre^ ^tant appuy^e par son extrlmite superieure C; alors on ferait z e= o, doü 

resulte sui tp = r»* ^^c 

§. 9. 
Flsnre mt pmmUämm «'^«iiililbre die to dlaiiMe ^MeUe« (Wim. 4«) 

Considörons pour exemple la double echelle dans Jaquelle cbaque montant 
simple se termine eu haut par uiie partie percee d'un oeil et se Joint ä lautre 
par un essieu circulaire en bois ou en fer qui traverse cbaque oeil. Ainsi Ten- 
semble peut s'ouvrir et se fermer a volonte autour de Taxe de Fessieu dont il s'agit. 
Le Systeme entier 6tant plac6 dans une position quelconque de repos^ ou dans la 
position dVquilibre sous Vaction des poids Q, Q' appliquees aux points G, G* des 
montantSy il sagit de reconnaitre d'abord ßi position des points de contact des deux 
creux avec le p^rimetre de Tessieu. II est clair par la symetrie geomötrique de 
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rensemble, que ces deux points doivent se trouver^ )a fois, ou sur la demi-circoa- 
f^rence ascendante, ou descendante de ce pörimetre« Mais- cotnme les pressions 
transmisesaFessieu COO ne peuvent se produire que suivant les normales ä laaur- 
face cylindrlque aux point de contact, je dis que ceux-ci sont aux extremit^s d*un 
m^me diametre horizontal: car s'ils etaient plus bas ou plus haut, il donneraient 
lieu a une resultante qui souleverait ou abaisserait un tant soit peu Tessieu, et un 
tr^9 petit mouvement singulier devrait s ensuivre, contrairement a Thypolh^se de 
rdquilibre de repos. Ainsi le poids Q aura ses deux polnis d^appui aux extrS- 
mites Ay C^ et le poids Q' se reportera aus deux points extremes A\ C\ Les 
composantes verticales de* Q,' Q' sont donc : 

Qi-^ en C , Q'^-Jc ^^^ 

Supposons la (igure d'iquilibre repräsent6e par la (fig. 4), et tirons la Ter- 
ticale OD par le centre de Taxe; on pourra faire: 

le rayon de Tessieu. Si Ton r^marque que chaque force verticale en Cj C doit 
se d^composer de fait suivant les droites COC% CMA d^une part, et suivant lea 
lignes C*0*C% C'M^A* de Tautre, on trouvera pour la poussde horizontale de C 
Ters C\ et pour la pouss^e contraire, les valeurs 

AM. A'W 

pour la Iraction horizontale da gaiiche a droite au point A, et pour la traclion 
contraire au point A''. 

Enfin les tractions verticales aux deux points d'appui seront 

On peut rämarquer que ACj A^O sont des longueurs Egales, mais qu'il n^en est 
pas de m^me de AMjA*M\ car il faut pour plus de gän^ralitä supposer les deux 
poids Q, Q' in^gaux, par exemple Q > Q% et diversement appliquös aux deux 
montants de T^chelle. Ainai la poussee rösultante en haut n'esl pas nulle en g6- 
ncral, et sexerce de droite a gauche avec la Force excedante 
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AM Jl'M' 

JTi— 17/= Q^co\gcp.-^ — Q\cot^q).-j^. 

De plus il serait aise ä verifier que cette force ne saurait tourner Techelle 
autour du point d appui^'; ce qui est Evident aussi en .«oi, puisque la r^sultante 
J^ (ß> Q*) toinbe par hypothese entre {A^A'). Mais pour que i'equilibre sub- 
siste, eu ägard aux frottements en AfA\ et en C, C% il ne suffit pas que la somroe 
des moments Tirtuels effectifs de toutes les forces T, T'^ fQ^fQ\ f'IIiy flli 
soit nulle. II est clair en effet que sans deplacer le point A' de Pextr^mit^ ]nf€^* 
rieure du roontant ä gauche, on peut deplacer reztremite A de Tautre piece; ce 
qui developpe seulement les moments virtuels des forces T, /Q, /'TZ j flli. En 
effet^ des que y^ 9e deplace^ TessieulCO) doit desccndre et IVchelle souvnr davan- 
tage; ce qui met en jeu les frottements aux points C, C, en m^me temps que celui 
en A. Donc il est d abord n^cessaire que la somme des moments virtuels qui 
repondent ä ce premier deplacement, soit nulle.. Mais comme lextr^mit^^' peut 
se deplacer ä son tour^ A restant fixe, il semble par la m^me raison que Ton doire 
admettre Tegalit^ ^ zeVo de la somme des moments qui repondent ä ce second 
nouvement relatif. Aussi poserons nous d^abord chacune des equations de con- 
litions qui en resultent, sauf ä reconnailre et äre jeter ensuite celle d^entr'elles qui 
paraitra superflüe. 

Pour les former je ferai : 

DA=:X ^ AC — a , AM=m , A'C — af , A'M' — m' ^ tangy.^*; 

d^oö: a7=£i.cosg) ^ dx^=i — a.imcp.d^ ^ 
5r=IIi=Q.-.cotang.y ; T=ni'^ Q'-^cotangy, 

L'extr^mit^ A^ restant fixe d'abord, il est clair que si celle A reculait de gauche 
ä droite, jusqu*au point de faire descendre raxe(O) de manidre ä le coucher sur 
le plan d'appui, son point de contact (C9 O) avec chaque creux circulaire par- 
courrait sur celui -ci un chemin r(fp — 9)1)^ 91 etant la moindre valeur de Tan- 
gle 9^ et Teffet utile absorbe par le frottement en C', C, 8craity^.i2|.r.(g)— 9^) 
-|-/*.i2'.r(9'^9i); donc son moment virtuel momentan^ sera/'(/7i + i7l')•'••^9• 
De plus, le moment de la poussäe IIi — 17/ qui se fait de droite ä gauche suivant 
C,C, aura la valeur — (171—17/)^^. On obtiendra donc par la : 

— (T- T0c/x + (r-/Q)£Är+/(l7i + 17/>.^ = 0^ 
oubien: — (3^— /(>)£y.sin9H-/(/7i + /7,'>*rf9 = 

Crtlto*0 Jovoal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 39 
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et par la Substitution des yaleurs de 7^, iii^ 17/ il vient: 

— Q'.m'.cosg)+yiQ.a.sing)+/*.-.cotgg)(Q.m+ Q'.mO) = 0. 
Le sesond mouvement relatif donnera de m^me: 

— Q.m. cosq)+ f.Q'.a. siiKp' +/*.-. co\gq)(Qm+ Q*fnf) = 0. 

Si Ton pose tang^=:t9'9 et quon exprime sing), cosq) en ^^ on reduit 
ces r^sultats aux formes suivantes : 

a) (Q'.m'-/.Q.a.^)*r=:/.J.(Qm + Q'./nOV'(l + ^'), 

(n.) iQ.m-f.Q\a,e)&=f.l.{Qm-¥(^.m'),}/(X+»*), 

Mais en vertu de la symetrie du Systeme^ les deux mpntants ont toujours des in- 
clinaisons a Thorizon^ egales entr^elles« quelle quVn soit la posihon. Donc il suf- 
fira d'adopter celle de ces deux ^galites qui donne la plus grande valeur pour &. 
Or en negligeant d*abord dans chacune le second membre^ comme tres petil^ on 
en tire pour & les valeurs 

Ainsi tant quon aura Q.Ym > Q'*]fm'^ c'est la seconde valeur & qu*il 
faut adopter et qui suffira pour assurer la stabilte du Systeme entier. Mais cette 
seconde valeur repond ä IVgalitä qui exprime la position d*equillbre de Textremite 
A'\ donc puisque Ton a t9"< i?*^) il sensuit que la position correspondante de la 
brauche CA est une position de repos. Ainsi pour Q^Tn>(^ni il suffit d'adop*. 
ter la valeur ^S parceque le roontant \ gauche occupe sa position d Vquilibre sous 
Tinclinaison tang9)'=^S tandis que lautre a sous cette inclinaison une Situation 

. de repoSi St Ton veut avoir ensüite une valeur plus approcb^e de ^ ^=^ nf *^9 
on substituera cette preraidre valeör dans (ü), ce qui donnera: 

(Q^n -/. Q'.o . ^)* =/.^.( C>/n + ö'. mO V[ 1 + C^)*} 

£n caiculant par cette ^ par cette derniere, on tiendra sufßsamment compte des 
frottemeiits aux points de contact des creux avec Teasieu d*articulatlon. Il est du 
reste evident que IVquation (II) etant satisfaite, IVquilibre g^neral est auiir6. 



6. Siäehenj mr quelques d^mUii de la mie. phge. 307 

Cest ce qu'on peut aussi v^riHer^ en prenant la somme totale des moments vir- 
tuels des Forces, et d^montrant qu eile est oegative pour la valeur de 9 de Töqaa- 
tion (IL). lUmarque. 

Parfois les deux montants de la double Schelle sont reliös entr eux par 
ane corde horizontale dune longueur donn^e« Dans ce cas T^chelle ne peut 
s'ouvrir que jusquau point d'avoir la corde pour sous-tendante de son ouverture^ 
et par U sa stabilit^ est parfaitement assuree. Mais quelle est alors la ten^'on de 
cette corde de liaison, 1^ en supposant qu'il n*y ait pas de räsistances passives^ 
2^ en tenaot compte de ces r^sistances? De quels priucipes faut.-il faire usage 
id) et comment faut-il les appliquer, pour obtenir un resultat exact? La Solution 
suivante me parait plutdt admissible que toute autre; präcisement parceque toute 
maniere de procäder difförente nie semble amener des räsultats contradictoires. 

D^abord il est clair que le cordon de liaison doit avoir une tension Z, teile, 
que s*il ^tait coupe quelque part, la force active Z^ capable de cette tension^ en 
agissant a chaque bout de cordon, devrait empecber Touverture angulaire de s'a- 
grandir au sommet. Donc Täquilibre doit exister entre les Forces primitives T,7^ 
en A,A\ la poussäe iJi — Ui et les deux forces actives Z^ Zi appliquäes Tune.a 
A*C quelle tire de h' vers h^ et Tautre ä la barre AC qu eile tire de h vers hf en 
sens contraire. Donc, puisque sous laction de toutes ces forces actives, le Systeme 
ne saurait evidemment prendre aucun mouvement simple de transport horizontal» 
il suflit que la somme de leurs moments virtuels qui repondent a unc descente 
verticale de Taxe {O) et \ un mouvement de deformation angulaire^ soit nulle. 
Mais le moment virtuel de la poussee est ävidemment nul dans ce cas: ainsi^ en 
faisant DA = lyA' := rr s= a;^ Äc.cosg) = z^ on aura: 

T.dx + T.dxf— Z.dz — Z.dz==: 0. 
Mais dcc ^ss'^a.%m(p.d(p » dx' ^=s dx , j£ =: — Äc.sing). Jg), partant: 

-rr+r).ö+2z.4c = ü , et z^\(t+t).^. 

Ainsi Ion n'a qua substituer les valeurs de Ty T^y pour en döduire Z. Si la dif- 
ficulte ne se trpuve pas levc^ par le raisonnement pröcedent« je demanderai com* 
ment eile doit Tdlre; car on ne peut pr^tendre qu*il 7 ait ind^termination. Du 
resle on ne saurait gueres s'^tonner des difficultes de ce genre^ si Ion consid^re 
que les questions de Tespece actuelle touchent ä la limite extreme de 1 appKcabilitd 
des prindpes de la m^canique et des ressources dinvestigation, connues jusqu'A 
. ce jolir dans ie domaine de la science. 

(U suite «a cahler procoaiD.) 



Berichtigung zu S. 199, gegeben 9on dem Verfasser gleich nach Beendigung 

des Drucks seiner Abhandlung. 

JLler Gedanke 9 weicher der in diesem Anhange niedergelegten Integra- 
tionsnnethode linearer Differentialgleichuhgen höherer Ordnung zu Grunde liegt, 
ist übrigens schon anderwärts ausgesprochen. Euler giebt in seinen ^^Institutio- 
nes calculi integralis"* (vol. III. pag. 308 und 368) verschiedene lineare Diffe- 
rentialgleichungen an, und zeigt an jeder einzeln, dass die Bedingung, unter wel- 
cher dieselbe auf die Integration linearer Differentialgleichungen niedrigerer Ord- 
nung zurückführt, identisch ist mit derjenigen , unter welcher das Polynom der 
unabhängigen Veränderlichen die Zerlegung in rationale Polynome eines niedrigeren 
Grades zulässt. Als neu könnte demnach nur meine Darstellungsweisc des 
erwähnten Zusammenhanges gelten, der man aber um so eher hier eine Stelle 
einräumen wird, als die diesem Anhange vorausgehenden Darstellungen jetzt rei- 
chen Stoff zur Benutzung jenes Zusammenhanges abgeben. fVeiler. 

Mannheim, den 24. Februar 1855. 



Seite 1 





DraeldTcUer Im der Mer «lieii lieselelmeteii AliliMidlans« 


U2 Zeile 6 statt: stets anbraachbar lese mao: snr 


Seite 165 Ze 


ile4 st. X mit a \. m mit m^a. 




DarstelloDg des allgemeineD 


» 170 . 


i 12 St. X mit X S3 a 1. mit x — a. 




Integrals stets oDbraacbbar. 


• 171 > 


• 11 st.«(*H.i)l. «-(54.1). 


113 


» 4 von unten statt drei, 1. drei nnd mehr. 


» 176 > 


> 11 füge hinza: (6). 


118 


» 10 St. Z sa 1. f B7. 


«• 180 > 


• 13 St. «1 and a, von 1. «| nnd «^ von« 


118 


» 14 St. f-h*»« 1. S SS «, 




dl ,d^ 


119 


» 10 St. Z =r 1. S s. 


» 181 . 


' ^""^"^lif^Ta 


121 


» 11 V. 0. St. C,»| 1. c,«,. 


» 182 > 


> 8 V. Q. st 07) I. (6). 


121 


» 3 T. n. St. »A L 2&. 


» 184 > 


» 10 St. » Z L » s. 


126 


» 3 St. (a) 1. (a). 




mm. ds« . da. 


126 


» 6 St. a S3 1. a = 0. 


m 185 « 


► 8 v.u. st^-^ ^"^^'^' 


126 


• 3 V. n. St. (a) 1. (ß). 
.10st.4y4)»1.4y4*-4. 


• 187 - 


. 14st.0?-y.)«i.(^4.y,)«. 


128 


• 187 . 


. 15 st (/?-*!)•-« 1. O?^«,)— . 

h h 
» 8 V. u. st «-#.~-H?«r.«-j-#.ca. 

11 st zwei veränderliche 1. von iwei 
veränderlichen. 


131 


» 7 st onabhingig 1. von y anabbAngig. 


» 190 . 


135 
143 


• U V. n. St. Grenae 1. Genüge. 

.. 11 V. u. St. iH-i, -(«-»-4) 1.«-^ -(«-*). 


» 194 - 


144 


» 14 St. y 1. y*»-* . 


» 196 • 


> 9 V. n. st drei verinderliehe L von 


14» 


» 9 St. eingeführten 1. eingeführten «. 




drei veränderlichen. 


162 


- 6 St. 3^, « L 3^,-#.. 


» 199 - 


» 8 st a « S| + f 1. a «■ fj ^1^. 




. 201 « 


» 14 V. u. st das me 1. daa mte. 


157 


» 7 V. u. St. der Theil 1. der andere Theil, 






160 


-"•'•*>'-^&-*- 


» 206 • 


» ''• "• '»• A.,Ar<*M,... '.*«ArA^.!- 


160 




• 207 . 


2 rt. f{,) »Ol. f(%) MM 0. 




«f^ii d^it 


» 207 « 


3 »t. ,(.), weil 9(»), 1. vW, weü »(» J. 


162 


.n«.l,5j^j-i.l,l^|- 







7. SMoimj mtr f^idjun diffkuUii de Ja mk. pfyi. 309 



7. 

Examen de quelques dii&cult^s de la m^canique 

physique. 

(Par H. Sieiehenf professear k V6cole miUtaire de Bnixeües.) 
(Suite da mömolre No. 6.» caliler pr^cMent) 



§. 10- 

V^inreiiieiit d*ame barre pesante 9 irlUis^af pur ime extrAoUt^ mur «ü 
pl»m irmwtimmäf mt pmr rextr^mlte Iitfl^rleiupe mwnt mt pl»m d'appiil 

IftorUKontal« 

zXu premier abord cette question peut encore une fois paraitre iosigni- 
fiante; mais en r^alite eile präsente plus d*une dilTiculte qu'il s'agit de lever» et 
donne lieu h des consideVatioos importantes de throne. Dans le tomeO.desAona- 
les de Gergonne on en expose une Solution , basee sur des id^es qui se trouvent 
d^ji refutees d*avance par tout ce qui est dit dans les paragraphes precMents; je 
ne marr^terai donc pas h la discuter, d^autant plus que le resultat des forces 
vives auquel je parviendrai, suflira pour tnontrer jusqu^ä quel point on peut faire 
fausse route dans cette matiere dilicate. 

Soient x = JT y y = les coordonn^es de lextr^mite inf^rieure de la 
piece mobile apres un temps quelconque / du mouvement, a? = ^ y:=¥ Celles 
de Textr^mite supi^Vieure au ro^me instant. 

(o?) /) les coordoun^es dun point quelconque intenmidiaire q, et 

9 Tangle BAO de laxe a> 3c fhorizontale apris le temps /• 
Si Ton prend en outre AB = a 9 Aq =: a , OAX pour axe des abscisses, OBT 
pour celui des ordohn^es, on obtiendra; 

Jl^sa.cosq) , T z=z b.^mtp , dX^=s> — ii.sing).Jg> , dTs=+a.cosip.dtp. 
(v z=s (a — a)cos9) , y ss a.sintp. 

De ces equations on conclut immediatement qoe le centre/ de la rencon- 
Ire des normales en A^ B d^crit une circonfeVence de rayon a; que les divers 
CreU^ Joonal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 40 



810 7* SMkmj mar fmlpm dgffioMi de bt m4e. pkg$. 

points de la bielle d^crivent des ellipses alloog^es ou comprim^es dans le sens 
horizontal) et que le milieu de AB d^crit an arc de cerde. Tous ces arcs cour- 
bes sont concentriques au sommet (0) de Tangle XOY. Ces mtoies ^qoations 
donnent ensuite : 

^ = (a — a) . ^^-^— ^ =s — (a — a) . sin 9 . ^ f 

Ainsi, en nommant p la vitesse Tariable qui anime la mol^cule dm, placke 
h une distance ^^ss a snr Taie de la barre (je supposerai la tnasse concentrtfe 
snr eet axe)^ ont peut repr^senter la force vive de la bielle apris le temps t^ par 
S. p dm\ et comme ou a actuellement 

ou obtient ponr Fexpression de la force -vive: 

Ä«^drn == sinV . ^ . 5(a* — 2aa) drn + ^ . Ä»»d>ii. 

U est dair que le signe d'int^gration S se rapporte aus ^^ments de masse, puis- 
que ia quantit^o^ qui ne change pas avec le temps pour une rn^me mol^cule din^ 
change d*une masse dm k lautre sur Taxe AB . S.a?dm exprime donc le momeut 
d'inertie de la bielle par rapport k sont extr^ite*^. Ainsi^ en posant^ pour 
abr^ger, 

S.a^dm ^M.h^. 

et nommant M la masse enti^re, Ml^ sou moment dinertie relatif au eentre de 
gravitd, on obtiendra: 

S.a\dm ou Mh^ = Mf^ + M.(^^ 
et 5.c^i/m = (§y.sinV.i»/(fl*-2ac) + MA*.(^y. 

Mais en nigligeant Jabord les frottements düs aux pressions^ normales dy- 
namiques en A^B, on voit d*aprds le principe gin^ral de F^quilibre entre i'action 
Q en £r et les riactions d'inertie des divers ^l^ments mobiles ^u'ii est n^cessaire 
et süffisant que la sonune des moments virtuels effectifs^ qui r^pondent au moo!» 
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veiD^nt momentane de la biellei toit nullet Cette condition donnere, soit qaon 
d^Gompose ici Q d^une manidre quelconqneb soit qu on le laisse tout entier eo soo 
point d'action r^sultant: 

— Q.C.CO« q). dg) — S.dm.'^.dX'^S.dm.'^dyssO. 

On doit prendre le premier terrae avec le signe (— *) mis en ^videnqe; parceque 
dif est une quantit^ en elle-m^me negative. On peut r^marquer id, comme dans 
le cas gtoiral^ que 1 ensemble 

des teitnes» exprime h la fois la somme des moroents virtuels effectifs des röactions 
dmertie totales et celle des simples Tiactions d^inertie tangentielles; ce qui pro- 
vient de ce que le moment virtuel effectif dune force centrifuge quelconque est 
nul) en vertu de son direction normale ä celle du chemin d^crit en chaque instant 
par son point d application. Cela se vörifie aussi analytiqueroent, puisque Ion a : 

dx . iPw + dy .d^f =^ ds.fPs^ 
car cette. somme se r^duit ainsi h ^^S.dm.-jÄ^ds. Or, — dm.'rx^ — dmf.-^ 

aont les r^ctions d'inertie tangentielles de^m, dmf^*; et '^dm.-^dif ^dmrrzjid^ 

expnment parconsiquent les moments virtuels effectifs de ces forces. On con^oit 
ainsi d^une fa^on intuitive le principe des forces-vives instantanöes et finies, comme 
une consequence immidiate de celui des moments effectifs, et requation obtenue 
dans le cas actuel revient i cette autre: 

— Qcosg).c*J(p — S*dm.p.dQ'=^Q\ 

partant S.^dm = const — 2Q.c,sinq) = C~2Q.c.sing). 

Substituant dans cette derniere la valeur de S^i^.dm en fonction de 

€p et y^jj on en däduit: 

(A.) il/.[(a»-2a£:)sinV + Ä'].(§) = ilf.C — 2Q.c.sing) 

Cette equation fera connattre langle q) en fonction du temps /, et par suite 
toutes les autres quantit^s en valeur de la variable ind^pendante. Mais comme 
la nature geometrique des chemins d^crits par les divers points (x,^) est connue k 
lavance, la connaissance de x^y en / devient en quelque sorte superflde. Du reste, 

40* 
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la Solution analytique de 9 eo / me parait impossible^ pnisque dans le cas parti- 
culier, mSme d'uoe barre pesante^ homogioe^ pour laqueihe on aura 
o'— >2ac = y c B ia, T^quation (A) deyient: 



(AO M.h.(^y=:M.C-2Q.c.singi, 



et nW pas m^roe >nt6grable par les mithodes ^Icfmentaires. 

Qaoiquil en seif dailleurs, il y a diverses rämarques interessantes i üaire 
sur la matiere qui nous occupe. 

D'abord — \^J exprirae la vitesse angulaire m^me avec laquelle tous les 

points de la bielie tournent momeotanement autour du ceotre instanten^ / des 
normales ^7, BL Seit en effet J& la rotation älämentaire de AB autour de /^ 
on aura pour r^l^ment de chemin däcrit par A^ d*uue part : 

dX s= AI.d& =^ asin(p.d&^ et de lautre dX =s ^^ a. sin (p.d(p^ 

partant — \^J == + ( "^l- O" ^^** conside'rer ensuite que Ion parviendrait 

aussi k Fequation diffe'rentielle seconde du problduie, en estimant les moments de 
rotation des forces actives et des reactions d*iiiertie tangentielles; car les moments 
des reactions d*inertie normales ou forces centrifuges, sont nuls autour de ce cen« 
tre^ puisque les forces passent toutes par le point / qui se d^place d*instant ea 
instant, 

On pourrait se proposer aussi de rechercher la r^sultante de ces forces 
qui ripondent h une valeur d^sign^e de la vitesse angulaire et k un angle 9: ces 
deux demi^res quantitäs se trouvant liees entrelles par lequation (A). Gette rö- 
sultante existet puisque toutes les forces elämentaires normales convergent k cha- 
que instant vers un seul centre /• Enfin, on peut faire observer que pour traiter 
la question d abord en faisant abstraction des frottements^ nous sommes parti de 
rid^e: que dans le cas actuel il est necessaire et süffisant que la somme des mo- 
ments virtuels et effectifs de la force Qet des reactions d*inertie, soit ägale a zero; 
ce qui mene a requation(A): expression du principe des forces-vives. Maisa Fin- 
verse il est ävident que cette seule equation de condillon est requise et suffit pour 
la Solution complete du probUme; et cela doit arriver pour tous les cas analo- 
gueS) c*est-ä-dire pour toutes les machines et pour tous les systemcs, tellement 
g^nis qu ils ne puissent prendre qu une esp^ de mouvement deüni. 
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§• 11. 
•nitet ••lütten d« 1» q[ueiM«ii eu <9«rd aax .firoftemeiits« 

Pour tenir compte des frottements ^ il faut d*abord ivaluer les pressioos 
normales dynamiques support^es ä chaque instant par les deux plans d appui. Or 
cette evaluation devient assez aisee dans le cas actuel, des qu une fois on adopte 
la mithode si simple et universeile de r^quiübre entre Faction et les r^actions 
d mertie. Des lors en effet ie probleme des pressions dynamiques est reduit ä 
celui des pressions statiques; car, n*est-il pas ävident que si pendant an instant 
dt du mouvement d une machine, je remplace les reactions d'inertie totales par 
des forces actives de m^me intensite et direction; celle-ci empdcherout les modi- 
fications momentanees de vitesse qui se produiraient sans elles: elles fönt donc 
^quilihre aux forces directement appliquees. Donc aussi il y a äquilibre entre 
les forces directes et les reactions d'inertie totales, consideWes comme forces ac- 
tives; et cet equilibre subsiste par le moyen des points fixes et des surfaces d'ap- 
pui de la roachine, et doit continuer ^ subsister dans Tbypothese que les vitesses 
de ses divers points mobiles soient aneanties pendant l'instant dt. Donc les pres- 
sions normales doivent se produire et se transmettre sur les obstacles de la m^me 
maoi^re que s*il y avait Equilibre statique« 

Le probUme gön^ral des pressions dynamiques est donc en effet reduit k 
un probleme de pressions statiques » si toutefois les räactions d'inertie sont consi- 
64r^e% comme forces actives dans cette evaluation* Appliquons cette mcthode i 
la qnestion particuliere et actuelle. 

En designant par U, V les composantes des forces d*inertie, paralleles aux 
axes coordonn^s OX. OY, on obtient : 

ou, en substituant pour w^y leurs valeurs: 

£7= — — ^-^5(aJm— adm) = —M.b •""^^r^ > 

f^ = — — ^^.iSarfm = — M.c. — ^^T^ • 

On voit bien que la grandeur de chaque composante totale est la m^me 
que si la masse entiere de la bielle ötait condensie au centre d'inertie: mais les 
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positions des lignes d'action sont loin d'^tre €e quVlIes seraient daos cette hypo* 
thite. En effet, soit y la distance de la ligne d'action de 27 i Taxe OX^ et X| la 
distance de la ligne ie f^ k Taxe OY; j'aurai (cciyi) par des iquations de mo- 
ments qai se riduisent i celles-ci : 



IWi 



b.fi =: (ac — Ä*)sing) , c.Xi = (öc — A*),cos9. 



Soient (fig.9) m^n les points de rencootre de AB avec les lignes de U^f^ 
respectivement; on aura: 

171^ = yi : siny y nB = o^i : cosy 

et les valeurs obtenoes reviennent aux conditions 

b.mA^=i ac — h? , c.nßs=zac — ä*. 

ll est aisÄ h reconnaitre par ii que les deux lignes de {7, Fse conpent en an 
point (jv,Yi) situä en dehors de iaxej^J?, et que ce point d*intersection ne tombe 
pasin^me %ntAB dans le casdune barre homogene. On peut v^rifier ensuite que 
la ligne d'action de la r^sultante m^me des Forces ü^ V ne saurait passer par le 
centre d'inertie de la barre. Gela posä» comme IVquilibre subsiste pendant cha- 
que instant dt^ de la xokmt inani^e que ceiui du repos, entre les forces Q, IJ^ V^ 
considerees comme actives, et les frottements düs auxpressions normales, PenA, 
P* en Bf il s'ensuit que ses pressions doivent se transroettre d'apr^s la loi recon- 
nue au (§• 3). 11 est vrai que dans le cas actuel la barre est soumise k une force 
verticale descendante Q en 6, a une autre, ascendante f^ en /i, et i une force 
horizontale £7 en m; mais par la nature du mouvement on voit que ces forcea 
sont lelles que la premiere Q est sur le point de Temporter sur les deux autres 
et sur les frottements /.P /^. P^. Donc la decomposition doit se faire en eCfet 
comme au (§• 3), et de maniere qu^il n y ait en resuitat qu'une pression normale 
P^ en By une autre P en A^ et une traction horizontale unique T k Textrd- 
miti inferieure de la barre: Donc il faut op^rer de la maniere suirante. 
Les forces verticales Q^ f^ transmettent aux deux points extremes: 

en A une force descendante Q •" — ^- ("T") i 
en B une force descendante Ö«^— ^. \^) • 
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lia foroe ETtrantinet anx mtoes eztr^it^s les composantes: 
en A de A vcrs X une traction ü. ("j") f 

en B nne force horizootals . . . U. \^) parall^e k AX. 

La prtmÜTt de ces qualre forces^ agissant suivant mie Iigne de destrao» 
tioD abtolüe, ne saurait plus se d^composen 

ha guatrüme^ agissaot snivant une Iigne negative de destniction^ ne sau^ 
rait que diminuer la pression normale en B. 

LalroisUme V.y-^) ne se d^compose pas non plus, puisqu*elle agit 

suivant une Iigne de mouvement absolüe; au fond eile est negative et ne saurait 
que diminuer la traction dde au poids Q. 

Mais la deuxiime composante Q-^— ^'vT/ ^^ ^^^ '^ barre de B 
▼ers Oy doit exercer k la fois une action sur les deux plans et un efifet dynamique 
sur la barre; ce que Ton ne con^oit, k moins que de la d^composer suivant la 
normale JBiKa Faxe BA\ ainsi cette deuxiime force donnere: 

yQ. -j— V. — }cotg9 suivant BN^ 

Gette demi^e se transmet en A suivant le prologement de BA^ et y produit 

un effbrt horizontal fQ.— — ^. — ycotgy 
et une force verticale yQ . — — V. —j . 
De cette analyse on conclut immädiatement: 
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Pour avoir Tiquation de condition qui fournit la solutjpo de li questioo» 
on D^aura plus qu^ä subslituer ces valeurs dans IVquation des tnoibents virtoels 

Dans lliypothise de/?=/' =s 0, cette derni^re devient simplement: 
r=0 , ou (Q.^-r.^cotgg, + l7.^ = 0. 

Celle-ci, ou son äquivalente 

Q.c. costp — F'.nA .cosip + F'^mB .sin qi = ^ 

doit reproduire Päquation aux Forces vives däja obtenue präcidemment Or eu 
^ard aux valeurs de b.mA ^ c.nB^ on obtient: 

tl Tiquation präcädente devient par la: 

+ M(ü6-ac+ A.)(ri„9.^).rf.(^!|^) = , 

et par une premi^re Integration on en tire : 

Af((a»-2ii£r)sin»g)+Ä^.^ = MC—2Q.c.mq ; 

et cette dernidre est en effet ce quil fallait d abord retrouver. Mais cette virifi- 
cation ne prouve cependant rien en faveur de Texactitude des pressions normales 
auxquelles on attribue les frottements ; car s'il y avait erreur dans ces pressions, 
eile disparaiträit par Thypoth^se de/=:/' s=: 0. Cette värification prouve donc 
au plus que probablement ii n y a pas erreur de calcul dans Fövaluation des quan- 
tit<?s UjV^x^^Xi. 

L'hypotb^se de /=/' = nous a fait rentrer dans la partie rationnelle 
de la question dont nous avons obtenu ainsi un second mode de Solution , fonde 
sur IVvaluation des Forces 17, V^ Ce mode met eu e'vidence quelques proprie- 
X6s qu'il est utile de constater sous forme de remarques, 

Rdmarque J. U a eii dit plus haut que les lignes d'action des forces 
U9 V ne se coupent pas sur Taxe AB^ pas mSme pour ie cas particulier d^ane 
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barre homogene. £d effet, dans cette supposition on dn h^ =s ita*+io? s= ii^, 
c s: b =: ha. Les equations geoärales b.mA =s c.nB ^=:i ac^^h? donnent: 

mA =: nB = \a. 

Aiosi dans ce cas le point m est aussi eloigne de A que le point n Test de B\ 
mais sur la barre ils laissent eotr'eux ud Intervalle mn präcisemcnt egal ä chaque 
distance mA = nB =: \a. 

Poor yerifier de m^me que dans le cas gäuera) la ligne dWion de la re- 
soltante des deux forces 27, V ne saurait couper laxe AB en son centre de gra- 
▼it^ G, on doit considdrer que IVquation de cette ligne est 

et que Ton a: ^ = a^sing) — o^.tangg) pour T^quation de la droite AB. Donc 
pour Tabscisse x' du point de rencontre de ces deux droites on doit avoir: 

C7.(a.sin9 — xaangcp)— V.x^ = Vyi— V^Xi • 

Mais si la resultante coupe AB en G, il faut avoir aussi: 

ü.(c.sm(f — fi) = V.{b.costf — a?i) , 

ou, par Substitution de Xi^i et par reduction : 

U.c.smtf = V.b.co%^ • 

Or par le moyen des valeurs de ü^ V ddveloppees» on verifie que cette condition 
est absurde pour tout dtat de mouvement; et pour Tdtat de repos eile est insigni- 
fiante, puisque les Forces IJ^ ^disparaissent. Jeconclus de lä que les forces deiner- 
tie n agissent pas ici de la m^me roaniere que si la masse entiere etait condensee 
au centre d'injcrtie de la barre, et que leur intensit^ est seulement la m^rne que 
dans cette bypotböse. 

n est donc Jditionträ ainsi par un exemple que la loi du moupemeni du 
centre dinertie n-cst pas m^mevraie pour tous les cas delamäcaniquerationnelle. 
Elle ne subsiste que pour les corps et les systemes de corps parfaitement libres, 
et devient illusoire pour ceux qui, comme les Machines, sont g^nds par des ob- 
stacles et ne peuvent plus prendre que des mouvements däfinis , et compatibles 
aux liaisons mutuelles et aux obstacles m^mes. 

Dans le cas spcfcial qui nous occupe on a fait pour le moment abstraction 
des rdsistances passives, et d^montre que dans cette hypoth^se m^me» le cent#e 
d*inertie ne se meut plus de la m^me maniere que si toutes les forces, röadions 
Cfelle^f Joumal U d. M. Bd. LI. Heft 4. 41 
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d^ioertie y comprises, itaient ramenees parallelement h .elles-m^mes. Que seraif* 
ce donc par voie de plus forte raison , si Ion tenait une fois compte des (rotte- 
ments? Du restc, la remarque prec^dente est n^cessaire et utile, parcequen se 
laissant cöndulre par Fhypothese de la m^thode ordinaire » on est naturellement 
eotrdfn^ h attribuer une extension exage^e'e et inexacte a la loi dont iU'agit. Cest 
en effet ce qui est arriv^; je le dömontrerai plus tard par des faits dans un autre 
travail. Mais dis-ä-present Tinexactitude de la loi du mouvement du centre 
d*inertie devient manifeste pour ceux des lecteurs que j aurai pu convaincre par 
tout ce qui pr^cede^ de l'inadmissibilitö de la theorie ordinaire dans de cer- 
tains cas. 

Kemarque IL £u ^gard aux valeurs obtenues pour or^ji, on a: 

*•• J^i + A a:J = (ac — K'f. 

Ainsi le vrai point de concentration de la masse ou des forces V^ V^ se meut sur 
une ellipse concentrique et homothetique aux ellipses sur lesquelles roulent les 
divers points de la bi^lle^ pendant que celle»ci so däplace sous 1 action de Q entre 
les deux plans dappui OX^ OY. 

On doit remarqyer aussi que I'^quation aux forces -vives donne la vitesse 

angulaire r3j) en fonction de Tangleg), partant que pour toute position dynam^* 

que däsignö de la barre» on peut obtenir les forces U^ V en fonction des donn^es 
Q^Bfyayb^q), et par suite les pressions dynamiques PyP*. Ainsi le problime se 
trouve resolu i pen pr^s aussi bien que si on connaissait la variable 9 en fonction 
du temps. 

Remarque IIL II me reste un mot ä dire de la Solution expos^e dans 
le tome (9 p.llO^ lll^ etc.) des Annales de Gergonne. 

La partie dynamique de cette Solution, exprim^ dans les notations admi- 
ses ici, se r^duit k Tequation 

et lauteur, sans doute uniquement preoccupö de la forme de ses formules, nhi- 
site pas k proclamer ce resultat comme Texpression du principe des forces-vives. 

Mais avec un peu d^attention on s aper^oit aisäment que le terme Ma? -^ se- 
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rait seulement la force-vive de 1a bielle, s^il ötait perrois de condenser tonte sa 
masse au point de rencootre / des normales Al^BI. D^aillenrs il est bien pronvi 
pIns haut par des transformations pnrement de c^cnl et de g^onlitrie (§• 10) qne 
Texpression de la force vive de la bielle est: 

. -M[(a«-2ac).sin> + ÄT. 

Le resultat obtenn par 1 antenr de la Solution est donc au contraire en contradic- 
tion manifeste avec le principe m^me qu'il invoque» partant avec celui des mo* 
ments virtuels effectifs. Yoila certes un exemple frappant des aberrations aux- 
quelles Thypothese de la thöorie ordinaire peut entrainer. 

Remarque IV. Comme le deplacement momentan^ de la bielle i one 
^poque quelconque, n^est qu'une rotation.de tous ses points autour du point 7, 
et que dans la suppositioa de /=/^ = 0^ requilibre subsisfe entre les actions et 
r^actionsy il est näcessaire et süffisant que la somme des moments des forces 
Q^C/^ V autour de / soit nulle ; ce qui donne imm^diatement (fig. 9): 

Q.c.cos(p + U.mp — V.m = ; 

mais mp = asinq) — yi ^ m=s a.cosg) — x^ ou bien: 

m/9 = mJS.sinq) , m = Ti^.cosg) . 

• 

On retrouvera par la une equation de condition qui s'accorde identiquement avec 
Celle T=sO, obtenue d'abord. 

On na pas m^me besoin d'aller jusqu'ä la d^composition reotangulaire des 
forces d'inertie et de Q^ pour se procurer l'^quation du problime rationnel. £n 
effet, Fäläment de masse dm, place au point q, i nne distance a de^, r^agit avec 
ane force tangentielle 



dm.' 



di 



et avec un moment 



-dm.ql.—^^ 5 

et tel est aussi le moment de r^action d'inertie total de dm^ puisque sa cpmpo- 
sante norroalei ou sa force centrifuge passe par le centre / m^mei quelle que soit 
la valeur de a entre o et o. On obtient donc ainsi, de la maniere la plus di- 
recte: 

41* 
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Q.c.costp + S.dm.ql. =0, 



ou 



partant: 

2Q.c.sin9+ S.qP.dniAi^j = const = C 

De plus, comme le triangle qlA donne: 

qP = (ö* — 2fla)sin*g) + a', 

on retrouvera encore une fois le resuliat d^ja obtenu par des marches si diverses, 
et par siiite IVquation (A) rn^me« Mais des qu'une fois on veut tenir compte des 
frottements« la decomposition des forces devient in^vitable pour Tövaluation des 
pressions normales, ainsi que le principe des moments virtuels effectifs que l'on 
peut näanmoins reroplacer souvent par celui des moments de rotation. C*est ce 
qui arrive dans Texemple actuel, et pour tous )es cas ou la remarquable proprietä 
georodtrique decouverte par M. M» Chasles et BobiUier^ est applicable. Or ces 
cas sont toujours faciles i reconnaitre. 

Remarqu^ V. La pression P a 6te obtenue sous la forme tr^s simple 

et la pression P" en B sur le plan ycrtical peut se simplifier aussi. £n effet, Tod 
a, do moins dans le cas de Täquilibre rationnel: 

P'.a =: (Q.C'-''V.n^cQ\g(p— V.mA . 

Mais en vertu de Tequation m^me T= 0, le premier terme du second membre 
de P*.a se r^duit ji -^ U.mB; d^ou Ton conclut: 

P'^-^U. 

Ainsi la pression normale contre le plan vertical se mesure ^ chaque instant du 
roouvement par la composante rectangle horizontale des r^actions d'inertie, tan- 
dis que la pression contre le plan horizontal se misure par (Q — F). En deve- 
loppant les valeurs de U^ V^ on tröuve: 

P* s= — iM.Ä,cosq),(^-^y — iU.&.sing).-^) 
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P = Q + M,c.cosq). ^ -^ JM.c»$inq).\—^j* 

Si ion'suppose que la forcemotrice soit le poids m^me de labarre, ona: Q=^^» 
et requation (A) donne pour C = -4^: 

Faisons r^marquer que ces formuies ne doivent pas s'elendre au cas de 
9 =: inclusivement, puisque le plan horizontal, ätant cens6 anäantlr tout-ln^oup 
la vitesse acquise, donne 27 = , ^=?0, et fait disparattre le jeu continu des 
Forces d'inertie pour cp = 0; mais elles doivent sVtendre neanmoins jusqu'ä 9 

infiniment petit; ce qui donne pour les valeurs limites jP'oj-P'o — \^) ^^ 

P-. = -«.*.# , P. = Q(i-i) : -(f) = ^ ; (^).=-^- 

Si Ton suppose que pour la position initiale cpi, la barre ait une vitesse an- 
gulaire nulle, on a: A^ = 2g.c.sinq)i^ et la pression JP'o aura la valeor nögative 

2bc 
— Qsio9|.-^9 et pour le cas dune bielle pesante homogne: 

*. = i<^ , P. = Je , P-. = -SG.«o,. , _(f)=V(»i:f!B), 

Pour avoir la limite a laquelle la pression P* devient oulle^» pour crottre 

ensoite n^gativement, il faut y substituer les valeurs de v5"/ » \d^) ^^ 9^ ^'^^ 
il räsolte : 

jP' = — M.o.-^.costp H Ti — .cos^.smg), 

et la valeur a|) de cet angle limite est par consöquent donn^ par Tequation 
s\ni\) = 3— = l$\n(pi pour A^ = 2^.c.sin9i . 

Aiosi, tant que Fangle 9 est compris entre 91 etili^ la pression P' est positive» de- 
vient niille pour9ai|), et negative pour9'<a|;, jusqui 9 infiniment petit Ainsi 
dana cette derniere etendüe le plan vertical d^appui n'esi plus n^cessaire, et le 
roonvement se fera corome si ce plan n'existait pas. 
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Bdmarque VI. Poor fortner r^quation du probUme ea ^gard aux frot- 
tementSy od rimarqaera d'abord quVn general JP^ = — Ü^ ce qui donne: 

T.dX^/CQ - F)dX+f(T^ U).dY = 0, 

ou en sobstituaDt d'abord la valeur de T: 
— (^,c— ^.ny<)co89.dl5p— U.mB.smtp. d^ + f{Q'^y)a.Änfp .ä^\ 

+r{Q.c^V.nA).^^^-f.V.mA.co%tf.d^ | = ®- 

£d tenant aiosi t^par^s les deux teraies ind^pendants Atf^P auxqnels une 
Integration imm^diate est applicable^ et dont fint^grate est deja connue par Fe- 
quation (PO» ^^ reconnait ce qui reste ä faire par Tintroduction des termes en. 
fjf. Od voit que la difficulti est ramen^e ä evaluer: 

af.F.sintp.dy ^ nA.fV. — 2^"^> ma./iü.cosqi.d(pi 
les qnantites U^ V ayant les Talents 

ü=iM.b.cosq)» ^+ M.b. sintp. -^ ; F = il/.c.siny.^-— M.c.tp.^-. 

Si Ton pouvait surmonter ces difficult^s de calcul, on pourrait sans doute 
idairdr aussi compl^tement celle qui est signal^e au$.(c^8^9 en prouvant par le 
fait mdme de Panalyse ce que Ton a adroi^dans le No. citä; ä savoir que les pres- 
sioDs dynamiques se substituent aux pressions statiques dans tonte IVtendue de 
Fintarvalle angulaire compris. entre tp* et 0^. 

§.12. 

La matiere que )'ai trait^e jusqu ici est certes delicate et epinense : eile 
est envelopp^e d'une mitaphysique profonde que Ton ne saurait edaircir^ je pense, 
que par un examen attentif et la discussion des faits qui se produisent dans de 
certains cas particuliers, Non seulement eile offre ce genre de difficultes que 
j^ai signal^es plus haut 5 et que je crois avoir expliqu^es dune roaniere satisfai- 
sante« Lliypothise de la thcorie ordinaire präsente en outre des contradictions 
quil me parait iropossible d^expliquer, comme les preroi^res, par le principe des 
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▼itesses Tirtuelles effectives, et dont je nVntrevois pas encore rapplication d'une 
roaniire nette et pr^cise. L*exemple suiyant sera ^mioemroent propre ä faire 
ressortir ce nouveau genre de difficultis. 

§.13. 

■«vilibre 4*iui prisMie «a pll«Ht k wKk^wktmnmmt^ retena «Btre des sal« 
deS) et ••miiUi k deiix fiMPees aettve«) Time dteseendtante 9 aytosABt 
%wkt rasiet et TMitre »eeendlAnte JP, aytoMutt 4 l'esitrAmitl^ 4a 

menteiimei» 



Pour ne pas compliquer inutilement la question^ je consid^re le cas dun 
pflon ä axe vertical ((ig. 10), et je ferai pour abröger: 

La largeur du prisme DF =s e , DE = }^; 

La loogueur du mentonnet BD = m ; 

La distance verticale eotre les deux guides C^A^) = /; 

Les coeffidents des frottepents aux points {A^A^) ssf^f. 

Les pressioos normales et horizontales en ces points ^=^ TL^ Ijf dans Tötat 
dVquilibre sous laction des forces directes F\Q. 

Si la thiorie ordinaire est encore applicable ici, rien au premier abord ne 
paraft plus simple que la Solution de la question actuelle d*öquilibre entre les for- 
ces. Q^/(7,y^27^* En effet, d'apres Thypoth^se de cette th^orie, il faut que le 
prisme puisse £tre considir^ comme parfaitement libre , et en iquilibre sous Fao- 
tion des iotct%F,Q^fn^flf^ consid^räes toutes comme aetives, partant que Ton 
ait d'apres les conditions gönerales appliquies au cas actuel: 

n—ir — Q; 

F{m + \e)--n.MG--n!.M'G^f.n.\e+f.Ilf.\e^Q. 

La demiere condition suppose qn on prenne les moments autour du cen- 
tre de gravitöG du prisme, et que la ligne d'action du poids Q passe par ce point; 
oe qui arrive n^cessairement, si Ton entend par Q le poids total qui charge le 
prisme« augmenti du poids m^me de celui-d. Or en vertu de la seconde con- 
ditioni les deux autres donneront pour la valeur mSme de la force öquilibrante et 
de la pression 17: 

/AN ^ IP « + i« i;^ ^'^h^"^ 
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Si Ton fait dans cette valeur de F eo foiiction des dooo^s^/'s/, oo obtieot ua 
risultat particulier qui t accorde exactement avec celai dono^ par JVacier dans ses 
Applications de m^canique. 

Mais si Thypoth^se de la tbVorie ordinaire est admissible en th^se g£n£- 
rale, il doit ^alement ^tre permis de faire le raisonnement suivant. Puisque 1*^ 
quilibre doit subsister entre les forces directes, les frottements et les reactions nor- 
males, il fallt que la somme des moments des forces F^ Q^ — 0, +fn autour da 
point d'appui A\ soit ^ale ä zöro. Tomets dans cette somme les moments des 
forces ^'Ityfn'y^v^sc^ws elles passent en ce point: ainsi Ion aura: 

T? /«4-a\ a 

partant * U = F\j:^J ~ Q. 2(1^/^) • 

Il faut ensnite que la somme das moments des forces F^ — ZT, fit et Q aiifour 
de A soit nulle, ce qui donnera: 

F.m — itJ+fif.e-h ö. J^ = , 

partant ^ = ^r^fTe^ ^ 20^^^ 

La troisi^me condition manifeste qui r^sulte^ si Ton veut, d'une maniere 
incontestablement exacte du principe des moments virtuels effectifs, est d'ailleurs, 
comme d^abord : 

F=^Q+f.n+fir. 

Si Ton introduit dans celle-ci les valeurs de 17, IT en F^ d^duites des deux pre- 
mi^res^ on obtient^ apr^s ridüction : 

(B.) F{l''f.e-m(/+f))^^CP+f.f.^. 

M^s le risultat de la premiire mithode ou Täquation (A), peut £tre mise 
sous la forme 

(C) F(/-A - "»(/+/)) = 1(2/*- «./(/'-/)). 

Donc, si les deux mani^res de raisonner sont exactes ^ (et lune Tötant« on ne voit 
point pourquoi Tautre na le serait pas) , il faut que les deux valeurs de F den** 
n^es par (B) et(A) ou far (A) et (G), soient les m^mes, ce qui exige que loo .ait 
la condition 
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~ /-(/•-/)^-/./.7 = 0- 

Or oette ^qaatioo de condition entre constantes, etant g^o^ralement im- 
possible^ il s'eDsuit que les r^soltats (A^ B) des deox nidthodes» subordoonies 
D^inmoins i un inline raitonoemeot, sont cootradictoires. Pour sanver cette ma- 
oi^ de raifonner impliciteiiieiit propre i Ja throne ordioaire» de cette contra- 
diction patente ^ on pent^ il est vrai^ opposer ikla mithode qoi am^ne Teqoation 
(BX nne objestioo assez fond^ et qui se r^duit i ce qni suit« 

Lorsqu en estimaot les moments des forces autonr du point A*^ on prend 
la pression normale en A en sens contraire , il paratt ivident que le frottement 
fn enA n'existe pius, puisqne par d<{signation le prisme est press^ par une force 
directe + n contre lappoi, laquelle est d^tmite par la force active «-ünoavelle- 
ment introduite. Ainsi dans F^quilibre des forces autour de A\ il n y a plus la 
force fn en A. Si donc cette objection est fond^e, il faut qu'aax ^quations de 
cooditions de la seconde möthode on substitue les suivantes qui sont m^e plus 
simples: 

V. F.m — nf.l-k- Q.\e = 0, 

S*. F=Q+fM+fir 
doü risulte: 

et maintenant laccord devrait au moins ezister entre les risultats (B') et (A) ou 
(BO et (C). Or^ pour que la valeur de F^ deduite de (B)^ soit la m£me que 
Celle de (C)^ il faut avolr IVquation de condition 

dans laquelle p = l~'mij*+f)\ oxxy en remettant pour x sa valeor: 

«.(m+i«).a'-y)(/'+/)=o. 

Mais Celle -ci devient seulement identique dans les cas particuUers de ^ = O9 de 
m-l-J^ssO 9 oum = — \e\ et de/ s=s/: et sauf ces cas tout spidauXf la 
Cnlls's JoQinal f. a. M. Bd. LI. Uefl4. 42 



ooodition obtenoe est inadmissible« Donc la troisi^oie rotfthode est, oomroe I« 
deazi^e, en contradiclion avec la preroiire. flestn^anrooiotclairquelaquestion 
proposte nW.sasceptible qae d^aoe Solution nnique et d^finie, partant quon oe 
saarait lever la difficoltd) en admettant une prftendüe inditennination. Od do 
serait pas plas fondtf h admettre qae f interprite iniexactement les id^es qoi oot 
tmirerselleinent cours cfaez les aateors; en ontre oo doit r&roarquer qu*aii accord 
parfait se ritablif daos tont ce^ r^sultats cootradictoires d^ qu'uoe fois on fait 
/s=0 j f SS Oy poar ramener la qaestioD i IVlat pnreoient ratiooneL Mm$ 
quelle est la rraie Solution de la question de F^quilibre physique? On peut no- 
corder arec assez de fondement que la secönde Interpretation qui amtee F^ua* 
tion (B) est inadmissible ; et en conduant par Fanalogie arec d*autres cas, ezami- 
n^s pricidemment, od ne saurait guires avoir de confiance dans les r^sultatt 
(jlpC) de U premiere^ qui ne sont que Fexpression stricte et littirale de la th^orie 
ordinaire. Quant au r^sultat (BO de la troisi^me mtfthode, nous ne saurions dö» 
dder 3*11 fadt Fadopter ou le rejeter; et Fon peut consenrer i cet igard les doules 
les plus considtfrableSf parcequ'ed se pronon^ant pour Faffinnative^ on n^a plus 
qu'i nuancer un tant-soit-peo les raisonnements qui conduisent k (BOt pour re- 
tomber dans cette hypothese de la theorie ordinaire, qui est absolument 
inadmissible. 

La question präsente nest dune point r^soluej et il convient de nfmar- 
quer que toute la difficulte se r^duit h la ditennination exacte des pressions nor- 
males 17, /Z'; car T^quation F =ifn'^J\II'+ Q est incontestablement exacte^ 
puisqu eile peut etre consider^e comme une cods^quence des rooments virtuels 
effectifs ou du prindpe des quantites de travail ilementaires qui snprime id par 

et celle-d ram^ne immtfdiatement h Fautre par la suppression du facteur coromun 
dhy ou de Fespace Tirtuel d^cnt par le point d^application de chaque force 

RSmatque. 

On pourrait bien ^tablir une Solution , faisant dtfpendre la valeur de la 
force equilibrante F^ de la position variable du prisme entre les deux guides^ en 
rempla^nt Q par les deux composantes \Q, iQ en j4, A\ et d^composant da- 

bord la force F suivant A'B^ BA% efc Mais comme rien ne garantit cette 

loi de Substitution et de decomposition de forces comme effective^ j'omets cette 
Solution pour le moment, sauf k y revenir une autre fois^ s*il le faut; car je nai 
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dit ici ni mon premieri ni mon dernier inot. Poar des reDseigneroents plus äteo- 
dus OD pourra consolter mes no^moires sur T^quäibre de la pis afilet iriangu- 
lairei sur la maehine ä capeur et sur tiqxjuUbre physique des machines en 
gdndral^ ins6r4s dans le recueil de la Soci^ti-Royale des Sdences de Liäge (1843 
— 1868). Je suis prtt i discüter arec les geometres qui auraient des objectians 
sofides h opposer h mes idies. Mais je puis dädaigncr toute critique purement 
nigative^ parcequ'elle est taos fruit pour la science. Moo memoire sur TequiK« 
bre physique est, comroe le pr^seut tratail^ un d^veloppement ezplicatif de Pin- 
troduction placi en t^te de chacon. Od y trouve aussi la dimonstration du prin* 
cipe des momeuts virtuell efifectib et arbitrairesf ind^pendammeDt d aucun autre 
principe et Jaucune tutre uotion de mtfcanique. Tout y repose sur la defioitioo 
gAoirale desmacbines et sur celle duoenired mertie^ teile que je Tai exposöe dans 
le memoire de statique instfrtf dans le tome (44) du pr^nt Journal r^marque (2 1). 
Bruzelles oe 30 Jnillet 1868. 
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8. 

Elementary Theorems relating to Determinants. 

(Bj Hr. WüliamSpoiHiiDoode Eaq. VL K, h K $.) 

(End of tlie memoir No. 6 p. 209.) 

S-vm. 

On ihe connexion betopeen Determmants and homogeneous Functions. 

It was shewn io a former section that there was an intimate connexion 
between the deteitninant 



{12. .n) 
(12. .n) 



12. .ni 

and the System of linear equations 

(l.l)X| + (1.2)a:,+ 4-(l-/i)x. = 05 

(1.) { (2.1)^i + (2.2)a?, + + (2./i)a:,=:0, 

(/i,l)a7i + (/i.2)jrj + +(ri.n)rp. = 0^ 

in as much as the vanishing of the determinant in question expresses the compa- 
tibility of the equations. 

It is however easy to conceive a h'mitation in generality among the con- 
stitoents. Such 9 in fact would he the case if the System of equations were not 
absolutely independent but derived from some function of which their lefthand 
merobers formed parts. Thus suppose: 

(2.) r7=(Ll)ar? + (2.2)a:5+..4-2(1.2)a?»x,+ , 

then 

du 

^=(l.l).T, + (1.2)ar, + + il.n)xn 

I.) /5^=(2.1)a;, + (2.2)x, + 4.(2-nK 

^ = {n.l)a;i+ (/i.2)a^4- + (n.n)xn 
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with tha rdatioos 



(4-) 



♦ (1. 2) Ä (2. 1) (1. n) = (n. 1) 

(2.1) = a2) ♦ (2Ln) = (n.2) 



(ii.l) = (l.n)(n.2)=(2.n) ♦ 

For this reasoo a detenninant whose constituents satisfy the above rala- 
tions, is called the complete Determinant ofa quadraiic fimction of n varia- 
bles; or more briefly« a Determinant ofa quadratic Jorm. 

The Theoiy of quadratic Functions differs in many important respects 
firom that of Functions of higher Orders; so rouch so that from this point it beco- 
nies necessary to examine separately the determinants rising from Functions of 
▼arious degrees of the same nurober %A variables» and those arising from Func- 
tions of the same degree of various numbers of variables. 

The number of terms in a homogenous function of the nth degree of two 
variables {^,y) is» as is well known , (n + 1). If then the coeßicients be called 

and if IS be even {n =: 2./7i)9 the function may be thus written : 

+ m{a{xr + moa. x"^*/ + + ö^iy^ rr^V 

•f- 

which soggests the determinant 



(6.) 






Ol 



0»M 



0«r Ö,»-! 0*iH4 

th« «vanescence of which is the condition that the syatem 






*-" -«. ££_o 



may coexist. This System may be also thus concisely expressed : 

Mr. Sylvester suggested the notation (xi y{f for • homogenont fanctioD 
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of the /ithe degree of the yariables ^lyi* And M. LamS in his recent wotk haa 
osed the notation 

^/^ % SS to denote the System 

It hat alio been proved by Mn Sylvester tbat, wben the above detenni- 
nant vanishes, tbe function h resoluble into tbe iam of (m + 1) powers of linear 
fonctions of w and y ; thns 

t7 = u5^*4.i^^4- 4-iÄ^ 

when 

ii^ss4«^m^ , UiSsAtiP + iiiiy , u^^Uß + m^. 

If tbe aboye detennioant be compared witb tbe general fonn^ tbere will 
resolt ibe relations 

!(1.2) = (ai) 
(LS) = (2.2) = (8.1) 
(1.2) = (2.1-1) = = (i:i) 

In fact, all tbe conetitoents l^ring on parallel NE and ^fl^diagonali^ are 
identical. 

Tbe case of iiinctions of two variables of an tkdd degree majr be consi- 
dered as an incomplete case of tbose of an epen degree, wben either tbe first or 
last ooeffident yanisbes» Tbe determinant in qoestion is tben tbe same as be- 
fore with tbe fartber oondition 

(9.) iis^ = (ii^n) = 0. 

bi tbe case of n being ri'ei»(nss£^, tbe nuniber of tbe variables being/>, 

let 

(m-i*l)(fn-H^ (mn-j- 1) 

And let 

-Wi , üf, ^ , Äf^ , 

be tbe /i eombinations of the p nnmbers 1,2, p induding repetitiona; 

tben the determinant may be writteo: 
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(10.) 

' (iw;,iifO W, »fj W^iif^ • 

tbe efaoetceooe of which is the condition that the eqoatioas 

rf-l7=:0 



} d(xi^Xt^ x^), 

roay ooeiisL 

PassiDg to fanctions of three Tariables, the namber of terms is» at is well 
known: 

1.2 n — O • 

The coefficients may therefore be arraoged io a triangulär form, the sides 
of the triangle each containing (n + 1) places. And if the square be comple- 
ted , the constituents of tbe resulting determinant will satisfy the conditioos (4) 
of the present section. Tbere is consequently a similarity between the deter- 
minant of a function of the nih degree of three variables and that of a function of 
C/1+ 1) variables of the second degree. But tbis arrangement is in fact foreign 
to the nature of the function ; and the evanescence of the determinant does not, 
as Jam aware, express any property of particular interest 

To take an exemple, consider the cuhic Function 

Then tbe arrangement above alluded so would be: 

ahgf 
hbfg' 
gfch* 

whicb, if developed, would give 

^f + Bg" + Ch'* + 2(Fg'h + Ghf'+ »/V) - Ä* , 

-wbere A,ß are tbe six first minors of K, tbe value of IST being obvious. In 

fact tbe first six terms represent the function redprocal to 

Tbere is bowever another arrangemeot of tbe ten coefißdents in tbe form 
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of a Square, which altbovgh not quite natural to the fiinction i» somewkat more 

so than the above, vzt 

ahg'f 

h'b/g' 

Sf'cht 

the evanescence of wich would express the föHowing proper^; 
„ rf«l7 rf«l7 £ü £U__.^^U^. d'U __ _rf^ tTU j^ tfü 

Bttt the really natural arraogement of the coeffidents pfodnces properly 
not a Single detenninan^ but to a group of deterarinants; thns» i an facteur prös: 



rf«l7 . 

The timultaneous evanescence of all of which iovolves the simullaoeous 
evanescence of all the detenninants which can he fonned from the Matrix 

ah* g kf^ h 
hb f'fk h' 
i^fcfe k. 

The nomber of such detenninants is 

1.2.8 — ^"» 

bot of tfaese only 3 are really independeot. 

It is perbaps worth notice that, if we try to tread the above fanction as 
an iocoiDplete case of the fanction of the fourth degree, in whicb all the coeffi* 
dents of termes not inTolving one of tbe variables (e.g.ai) vanish^ the detenni- 
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oant breaks up into two factors; thus, wirting Uli, 2222, 1122) for the 

coefficietits o{ x\y^^ ^%J^ »*be deterrninant for tbe function of the fourth 

degree, is 

1111 1122 1133 1123 1131 1112 

2211 2222 2233 2223 2231 2212 
3311 3322 3333 3323 3321 3312 
2311 2322 2333 2323 2331 2312 
3111 3122 3133 3123 3131 3112 
1211 1222 1233 1223 1231 1212 

which OQ equating to zero all the constituents not involving 1, and oroitting the 
1 common to all the rest, is equal, ä unfacteur prks^ to 



111 112113 
221 222 223 
331 332 333 



231 232 233 
221 222 223 
331 332 333 



which are in fact two determinants from the matrix written above; but of these 
only one belongs to the deterrninant of the fourth order. 

The number of coefficients in a function of four -variables is 

4>5 (4- hn-l) ^ (ii-hl)(nH-2)(»+3) 

1.2 n — 1,2,3 ' 

and in the same way that the number of coefficients in a function of three vanab- 
les was always a triangulär number» so that in a function of four variables is the 
sum of a series of triangulär numbers, the number of places in the sides of the 
triangle, decreasing successively by unity, and from that circumstancc has been 
called a pyramidal number. 

The Arrangement of the coefficients, regarded from this point of view, 
consequently involves space of three dimensions, and is beyond the cognizance of 
determinants; it belongs to the more extended theory of Permutants. 

In the general case a function of the nxh degree of m variables contains 

_ n(ii + l ) (w-hm — 1) 

^— 1.2 m ' 

terms; and consequenthy its first differential-coefficients, taken withrespecttothe 
▼ariables in succession, contain 



(ff — l)it (ff- 

^= "1T2-: 

GrtU«^ Jooraal I. d. M. Bd. Li. Hell 4. 



>m--'2) 



,m 



43 



334 8* ^poUitwoode^ an DOemmanti. 

terms« If then the coefficients of the various powers of the variables in these 
first differential-coefficients bc writteu in lioes under one auother, there will re- 
solt a rectaogular Matrix of m horizontal and n vertical rows, This matrix, when 
regarded as representing an assemblage of deterroioants» possesses remarkable pro- 
perties, as was shewn to some Extent by Dr. Hesse and furtber developed by 
M. Sylvester. (London Edinburgh Phil. Mag. Feh. 1853.) 

Let it be required to determine the conditions under which a function of 
m variables is capable of being expressed as a function of {m—r) variables. Let 
ü be the function» and oti 9 ar, > x^ the variables» then 

and the function U will vanish in virtue of the m equations 

äü _^. du ^ du 

dsi ^ * ite. 



= « . 5^=0 y S- = «- 



If however Ü be expressible as a function of (m — r) variables, or as it is techni- 
cally ternied »Joses a orderst it will vanish in virtue of (m — r) out of the above 
m equations; tbat is to say» ther remaining differential-coefiicients must be linear 
functions of the other (m — r). In other words» there must exist r linear relations 
between the difTerentiaUcoefficieots. Let these be as follows; 



.du . dD 1 ^^ — A 



dU . dll 1 ^ 

'dxi'*^^dxt^ ^^dx^ 



, du . du i dD ^ 

and since these must be identically satisfied» the fmal conditions will be given, 
by equating to zero, the coefficient of all the powers of the variables, and elimi- 
nating the ^ quautities from these last equations. If r = 1, the results will ob- 
viously be the various determinants of the mth degree which can be formed from 
the rectangular matrix described above, and the conditions may be said to be the 
simultaneous evanescence of the determinants contained in the matrix. If r =s 2» 
any one of the differeutial- coefficients can be eliminated; the effect of which 
will be to strike out one of the m horizontal rows of the matrix; the result will 
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be the first minor with respect to ibatrow, which can be formed fromtbematrix; 
audsinceanyrowmay be so strack onf, tbe conditions maybe said tobe the simul- 
taneous evanescence of tbe frist minors of tbe tnatrix, and similarly tbe conditions 
tbat V may Jose r orders will be tbe simultaneous evanescence of tbe rtb minors 
of tbe matrix« If r = m — 1, i. e., \l U loses (jn — 1) orders, or is expressible 
as a perfect power, all tbe coefficients of one of tbe differential-coeflicients, i. e. 
all bat one of C/\ roust vanisb ; as migbt bave been anticipatcd i priori. 

It bas already been remarked tbat a determinant of tbe iitb degree bas 

in general n first minors» | ^ «econd, and 

n{n^\) (fi-t4-l) 

1.2 t 

itb minors; and since tbe determinant may be expressed as a b'near function of 

any set of minors on tbe same level, it will vanisb wbenever all tbe minors on tbe 

same level vanisb togetber. Bat. as all tbe minors of any sach set are not indepen* 

dent^ tbe evanescense of a smaller namber will involve tbat of tbe rest. It is tbe- 

refore important to determine wbat is tbe smailest number whicb will suffice. 

Consider tben tbe matrix formed by taking tbe i upper borizontal rows 
from a Square array of u rows eacbway; and let i be lesstban \u. It is clear tbat, 
since tbe number of minors of tbe degree (\u^p)j is tbe same as tbat of tbose of 
tbe degree (|i/+;e>), the consideration of tbe case, wbere i is less than \u^ will give 
tbe general law. 

Let the given determinant be 

^ 112 u\ 

^=|12....-«I, 

and the matrix Jl 2 / «| 

11 2 * I 

i.e. (1,1) (1,2) (1,*) (l,u) 

(2,1) (2,2) (2./) .... (2,u) 

(/,1) '{i^''Z'ii,C) .'.*.'.. (i,m) , 

then the detennioants formed from the (i — 1) first vertical rows, together with 
the ith, the (}•¥• l)th, ...the uth respectively, tnay he thus written: 

[i,l](l,»*)+[.-,2](2,i) + + [»-,«](«*,f) 

riMj(l.i+l)+[«»2](2,/+l) + .... -»-fi,i3(MH.l) 

M(rrtt)+iZ2]^^ 

43* 
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aod if these vanish, it is obvious that by direct elimination all the others niay be 
at once obtained; hence it is sufficient that (71 — 2+ 1) independent minon out 
of the whole set, vanish. The same would of course be true with respect to verti* 
cal rowsy and consequently, if out of the roatrix consisting of n vertical and m ho- 
rizontal rowsy 

independent /th minors vanish^ all the xth minors of the matriz will vanish. 

Hence in a Square matrix^ i. e., an ordinary determinant, Ihe number of 
minors necessarily vanishing in order that all of the same order may vanish. will 
be for the Orders 

1,2, i 

as the Square numbers 

/,%(«-!)% („_, + l)». 

If however the determinant be not perfectly generale but of some symmetrical 
character, this number will be diminished Thus^ when the determinant is of a 
quadratic form, all conjugate minors are equal; and consequently» if the 
(n — 1+ 1)^ independent jfth minors of a general determinant be arranged in a 
Square, those which lie on one side of the principal diagonal will be equal to 
those on the other. In other words : the series of numbers representing the num- 
ber of independent minors will be of the triagonal instead of the quadrigonal (or 
Square) scale. . 

Thus, for example, in the determinants 







S 12.) 
12 






where 




(1,2) = (2,1), 






the condition 


(1,1) =0 


, (1,2)= ,^ 


(2,2) = 


0, 


are all that exist. 


Again in the determinant 






where 

(2,3] 
we have 


• = (3.2) , 
(1,1) = 


j 123 
123 

(3.1) = (1.3) 

, (2.2) = 0', 


, (1.2) 
(3.3) = 


= (2.1), 
0, 




(2,3) = 


, (3,1) = 0, 


(1,2) = 


0, 
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or 

aod so on. 

There is a particular case of the homoloidal law, wbich deserves notice, 
from its appareiitly anomalous character. Consider the matrix 

12 n 

12 

in which case n — 2 + l=s/2— 1 independent determinants of the second de- 
gree will be 

{12} ' {12} ' {12}. 

Now, if 

(1,1) = , (2,l)=r0, 

the evanescence of all thcse is ensured; but that of the other determinants, e. g. 

{l2j ' {12; • 112J' 

is not This contradiction is to be explained by the consideration that the ina~ 
trix to vhicb the latter System belongs, is 



f 2 3 i»l 

112 l 



while the former Systems are negatory and might be increased in number with- 
out limit 

The same remark would hold good with respect to the matrix 

(123 n 

(123 
when 

(1.1) = , (2,1) = , (3,1)=0. 

And to on, generally. 
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§. IX. 

On Functional DettrminarUs. 

Tbere is a class of determinants whose constituents are differential-coeffi- 
cients of functioos of variables 9 and which are caMed functional determinantsi 
tbey are capable oF numerous applications, and although subject to the saine ge* 
neral laws of combination and development as ordinary determinantS) possess 
many peculiarities» wbicb make it neces^ary to discuss tbero separately. 

K/pfit ••/! be fuQctioDs of x^ x^, •« x« not independent of one another^ 
bot connected by some equation^ such as^ 

(1.) n « 



tben tbe equations 



») s 



. f -0 

0*1 



^n 
^-«' 



hold good on account of the independence of x, X|y •••• x„; hence 



(3.) 






and coniequently 



(4.) 






djl4fi 



ds ds 






4A 

dx 
' dmi 



-0, 



ihm dXn dx^ 

Conversely» if the latter eqnation hold good, the preceeding system may alwaysbe 

jsatisfied» and tbe fonctions/ /|. /^ are not independent 

\ifyf^% fw be functions of the Tariables x^ Xi^ ««5 independent 

of «me another^ and tbere be ^Ten the sytten; of equatioas 
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(6.) 



(«.) 



i dx ^ dxi 


»• • • 


•-r£-' 


( da *rfari 






\ dx dxi 


• ••• 




Pi, asn a» functions of//,, /„ tl 


dx . dx 





£-•' 


^ « — » - 


1 


> S-' 










give 




and consequenlly | ^^ + ^,^+ ^.^.^« ,, 

(8.) Z^^^-^^'^-*- *'-'^-'.. 



\lf,f\i /• be functions of the variables x, Xi, x;, independent 

of oae anothcft and there be giveo the cquations 

df df. df 

(9.) <«äi;-*-«'5^+ +«-s; - «^ 



-t-^-^'A-^ -^«-t-»- 
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Then since 

(df dx^df dXx 
\dxdf dxx df' 



^ dx df dx^ df 



^ dfn dx dfn dxx ^ 



Kf dx df dxi ^ df^ dx df^ dxi , rf/„ dx dfn dx^^ ^ 



dfdxdf dxi ^ M/i •** _. *vi «*ij_ ^n ■•'" '••*' ^ h/» «**i_. ^i 

\Ä^ <^'*"*r/4A"*"-- "' ~*^"*'^ ^^^ 

there may be deduced 



Cfx ^n dxi dfn 



dfn dx , dfn dxx 
rfa: i(/; dxy^ dfn 



ai.) 



, dx , ifoi , 



6b» 






ifon 
dfn 



Hence also by what has been proved above^ f^fiy fn beiog iDdepender^.t if 

(12.) / = , /i = , /,• = , 

tben also 

(13.) ^ = , ^1 = , Sn^Oi 

and conyersely. 

Comparing the Solutions of the Systems of equations given above witb 
ihose which would bc found by the ordinaiy method <rf determinants and wri- 
ting 

V 



(14.) 



it is Seen that 



4f,df^ ^ 

dx dxi****dxn 

dx dx\ dxn 
dx dxj dxn 
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i$. .n^. Jl. 



dt 



if * 



ä't 



,d*t 
dS ' 






iE..r7^ -^-ü^» 






(16.) id 



ifx 



dS^' 






<A ' 



tf 



!«1 



-dXn 



and inverselj) 



(17.)^ 







• •••••••••••••••••••••• 

Zk^df,^ 








7^ V,,.' 




••••Jl -V*.' 

• 






^ir ^dK ^W 



If the determinant formed from the expressions on the left-band sldes of 
the System in the preceding page be equated to that formed by the corresponding 
expressions on the right-hand side, the theorem for the roultipiication of determi- 
nants gives at once: 



(18.) 



dx dm\ * 
dm dxi 



iL 

rfr„ 

' dxn 



dfnd^ 

dx dxi 



dfn 
dXn 



dx dx dx 

df'dfr Wn 

df'dfi dfn 



dXn dXn 

df'dfi 



dXn 
dfn 



1 . 



The same result might be obtained by substituting for [0^0] , [0,1], in the 

cqnation 



[0,0] [0,1] [0,n] 

[1,0] [1,1] [l,n] 

[n.O]i/,.l] ..'.'.. [l.n] 
GnII«'» Jonmt f. d. H. Bd. LI. Heft 4. 
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In connexion with which the following formula roay be noticed : 
If f^/i^/n are related by the (n + 1) equations 

(190 F = , F, = , F« = 0, 

n of the (n + 1) variables may be eliminated froni each of these last functions, 
so that each may be considered as a function of a Single variable^ and of the func- 
tions /,/ip /»; and consequently 






dXn 



4f dxn 



df dx ' dx-i^ df dx\ 

JrfFi^dFi dS ^ ft dFi^dFi df ^ ft dF. dF^ df 







dFn 



dFn d/ 
dfdxn 



0. 



fdPn^dF» d/ . _^ dYndSn df ^ _^ 

\dr dj dx ' dri d/ dsri 

Transposing the terms ^ ^ ^, and equating the determinant formed from 

the expressions on the left-hand sides of these equations to that formed from 
those on the tight^ the formula for the multiplication of determinants gives: 



(21.) (-l)^»! dP ^ dF 
dx dx\ 

dFi dVi 
dx dxi 



dV_ 
dxn 

dFi 

dXn 



d?n dfm dFi 

dx *dr/' -dr. 



dF dF dF 
d/'d/i dfn 

dFj dFj d£ 
d/*d/i dfn 



dx dx " 

dA^dA 
dx dxx' 



iL 

dr» 
ifl 

dXn 



dFj, dF. dFj, dSn^dfn dfn 
df* dfx d/» dx ^ dxx d«« 

Determinants are usefui also in the transformation of multiple integrals, 
and lead to a simple Solution of the general problem which roay be thus stated. 

Lei 

(220 V ^ff-Mdxdxx dx^ , 

and suppose it be required to transform the integral to one in which y^ji^ — y. 
shall be the independent variables^ then 

dx 



^ . dx. dx 
dff "^ difi 



i-h -l--j-< 



¥9^ 



dXx 









^^--^^^^^yi 



dXn 



dXn 

dyu 



7^9 
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and since a:, Xi, Xn vary independently, we roast put 

dxi = 9 cfcr, = , ..... dxn = 0, 
io Order to find Jx. This gives 

and consequently Jx and dy vanisb together, (tbe value of Vi is obvious). And 
therefore for the determination of the remaining differentials there exist the 
eqnations 



Proceeding as before, and putting 

dx^ =: , dx^ = » dxn = 0, 

tbere will resnlt 

Viiifri = ViC?Xi , 
and so on successively until 

V»dy» = dx^ . 

Hence niultiplying all these expressions togetber^ and dividing out tbe common 

factor, 

Vi, Va V», 

tbere will finally result: 

(23.) Vdy.dy^ dy^ = dx.dx,^ ifa. , 

and consequently 

(24.) V ^Jf .... Vl^dy.dy^ dy^. 

If 

U«0 , 
and 

tben^ differentiating» 

(l,l)^x,+ (2,l)rf!r, + + (n,, V)d%. - , 

(l,2)dbc,+ (2,2)dx,+ + (/!, 2)d^ - , 

(l,n)</x,+ (2,n)</cv,+ + (n, li^dx, - 0, 

44* 
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(2,1) (2, 2) (2,n) 

(«,1)(«,2) («,«) 



- 



and the preceding system gives 



Mr.- [2,1], A^-RIJ. 



Mr.' 



[1.»], 



Xi) \, Xm being indeterminate roultipliers. Suppose moreoTer tbat 



{0.11-^, 10,21-^, 






then, it being observed that {i,j) =» (y, i) , and [iy'] «- [/, i] , it follows that 

10,11 -(1,1,1) [1,1] + (1,2,1) [1,2]+ +(1,11,1) n,n], 

±(1,1,2) (2,1] + (1,2,2) [2,2]+ +(1,1^2) [2^], 



+ (1,1,1.) [«,l]+(l,2,n) [«,2] 
-A,l(I,l,l>it, + (l,l,2)rfar,+ . 
+ Xt l(l,2,ly«, + (l,22)dir, + . 



. + (Iä») [«,»], 
. (l,l.ii>bkl 
(l,n,n)<b«l 



+ Ä, l(lÄl>fci +(l,fi,2)d:r, + + (l,ii,i.>te,l 

wbence tbe following system niay be formed: 

{0,1} - *,D(1,1) + A,D(1,2> + + ;i.(l,ii), 

{0,2}- A,D(2,1) + A,D(2,2) + + A.(2,«), 

{0,«} . A»D(«,l) + A,D(a,2)+ + A,(ii,«>, 

wbere D indicates the total diflerential. But since 

consequently 

>/^ : Xi, : ..... X.» B dxi : dx^ : dx^', 

and if be tbe common ratio of each quantity on the left-hand side of this system 
to the corresponding quantity on the right-hand side , the above system may be 
written tbns: 
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J0,lt -dD»(0,l) , {0.21 -ÖDX0,2) , I0,n| ÄD»(0,n) . 

Bat ance 

(0,l)-0 , (0,2)-0 , -(0.n)-.0. 
therefore also 

D'(0,l)-0 , D*(0.2)-0 , DHO,n)-0, 

and consequeotly 

{0,1} = , t0,2} = , {0,n} = 0, 

these again give 

{l,l}cir| + {l,2}r/a;,+ +{l,/i}r/a?. = , 

{2,l}da, + {2,2}dx^+ + {2,n}cte, = 0, 

|n, 1| dxi + {/i,2| da:2 + + |n,n| dr, = , 

and coDsequently 



|1.1[ , {1.2} , IL«) 

{2.1} , 12.2} , I2.n} 



-0. 



\n,l\ , {n,2} , \n,n\ 

From the above formulae the following relations are easilj deduced: 

[1,1] : [1,2] : [l,/»] = [|1,1|] : [|1,2}] : [\l,n\] , 

[2,1] : [2,2] : [2,n] : [{2,1}] : [t2,2}] : [)2,n|] , 

[n.l] : [2,n] : [n.n] : [{n,l}] : [{«,2}] : [{/»,n}] . 

-where [{(',/}] is tbe inverse of {/, <}. This system also involres the following: 

/ (1,1):(1,2): (l,ri)= {1,1}:|1,2|: {l,n] , 

(26.) ) • (^'1> • (2.2) : (2,/i) : i2,ll : 12,21 : ..- {l,n\ , 

f : (/i,l) : (71,2) : (n^n) : l/i,ll : l7i,2l : in^n^ . 

This last system of relations was given by Dr. Hesse (Grelle, tom. XL«) 
with a demonstration by Jacobi. 

Tbe above equations are appicable to certain questions in Geometry. Tbus, 
iD tbe case wbere /i = 3, the equation 

U = 
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represents a cone when x, x^, ^, are the coordinates of a point; and it repre- 
sents a plane curpc when the raiios of any two variables to the third are the co- 
ordinates of a point in the plane. This in fact is the saroe thing as forming a 
plane curve by the intersection. of a cone aod a plane. In order to find the con* 
dition for a point of inflexion on the plane curve, it will therefore be sufficient 
to find the condition that the principal (and consequently all the) radii of curva- 
Iure of the cone at a certain point {xj oni^ x^ shall be infinite. The condition in 
question is, as is well known, represented by the System 

(0,1) = , (0,2) = , (0.3), 
or 

(l,l)rfaH + (l,2)dr,+ (l,3)dip, « , 

(2, 1) dxi + (2, 2)dii;i + (2,3) rf«, = , 

(3 ,l)daei+ (3,2) da?, + (3 ,3)cfcr, = , , 
and consequendy 

(1,1) (1,2) (1,3) =0. 

(2,1) (2,2) (2,3) 

(3,1) (3,2) (3,3) 

This equation combined with that to the curve, will determine the points 

of inflexion of the curve. It follows-therefore that a curve of the nih order has 

in general 3n (n — 2) points of inflexion. 

Gonsider again the equation 

(7 = 0, 
and suppose that, as before, 

(0,1) = , (0,2) = , (0,n) = 0. 

These equations are in general sufGdent to determine the ratios 

^1 • *t • *« 9 

and the result of eliminating the variables is the condition of their coexistence. 
This resulting function, or ÜesultarU^ as it is called, has not get been found in 
the general case free from extraneous factors, but the following properties seem 
worth notice from their connexion wilh the Theory of Elimination. 

Suppose that U is of the third order, and that the above equations^ ^<>g^ 
ther with the results above derived from them, hold good for m consecutive va- 
lues of the variables; it is proposed to determine the conditions that this roay be 
the case ; i. e. to find the form of the ResuÜant under these circumstances. 
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Let 

l;=(la,l,K■+<2.2,2^+..+5(14^)a^x,^^lÄ2>,a5+..^^I^2^)«♦aV^ = 0, 

tben 

(1) = (l,l,l)a* + {l,2,2)ai+ + 2(l,l,2)a:,a:,+ « , 

(2) = (2,l,l)x;+ (2,2,2)x;+ + 2(2,l,2)ar,rF, + = . 



These give rise to tbe determinaat 



V = 



(1,1) (1,2) 
(2,1) (2,2) 



= 



This equation, as is known, involves also 

{1}=0 , 12} =0 , 

where {1} , {2| , have tbe same meanings with respect to V that (1), (2)» 

have with respect to the given function. Dr. Hesse s Theorem further giyes tbe 
following relatioDs : 

11,1}=0(1,2) , |1, 21 = 0(1, 2), 

|2, 11 = 0(2,1) , {2,21=0(2,2), 

io wbicb roerely indicates the ratio of each lefthand member of tbese equation 
to tbe correspondlng nghtband merobres. Tben writing 

r + s+ = /n 5 

<?[r'i':] = 0i » <?C:-iJ = 0«, 

jljl» (rterro8),2,2,..,;.(jtenns), | = jr,5, }. 

Leibnäz's theorem gives 

jr.i 1,11 =r0,(l.l,l) + j0,(l, 1,2) + + 0(1,1), 

\?,i, I,2|=r0,(l.2,l)+j0,(l,2,2) + + 0(2.2), 

jr,;,.....2,2i=:r0.(2,2,lj+*0l (2,2,2) + + 0^,2), 
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Or, sabstituting for (1,1) , (1,2) , (2,2) , their values: 

F,7, 1,2| =(r0, + 0xO(l,2,l) + (50,+ 0x,)(l,2,2)+ 



\7,7, 2,2} =:(r0,^.0a:O(2,2,l)+(50,^-0:c,)(2,2,2) + 



wheDce eliminatiog r0i + Oofi , s0t+ Oxt « 

F,i-, 1,1| F,7, 1,2| Im 7, 2,2] 

(1.1.1) (1,2,1) (2,2,1) 

(1.1.2) (1,2,2) (2,2,2) 



= 0, 



and if 



m = r + 5 + , 



= M-2 



the constitueats of this system of determinants will be entireiy iodependent of the 

variables; and fr» «> 1;1{ « {rj 7» 1>2}> being of the nth order, the 

determinants will be of the order 2n. There will of course be a system of deter- 
minants of this form corresponding to all of r,«, consistentwith the condition 

above given. 

Such is the generalTheory when the given function is of the third order; 
bat it will be notwithout interest to coropare the present results with that given 
by the ordinary method in the known case of three variables. In this case the 
Systems of determinants will be as follows : 



11,1,1» 

(1,1,1) 
(2,1,1) 
(3,1.1) 

12.1,11 
(1.1,1) 
(2,1,1) 
(3,1,1) 

13,1,1 J 
(1.1,1) 

(2,1,1) 
(3,1,1) 



(1,2,21 n,3.3r 11,2,3) tl,3,ll 11,1,2) 

(1.2,2) aA3) (1,2,3) (1.3,1) (1,1,2) 

(2,2,2) (2,3,3) (2,2.3) (2,3.1) (2,1,2) 

(3,2,2) (3,3,3) (3,2,3) (3,3,1) (3,1.2) 



= 0, 



12^21 12,3,31 

(1,2,2) (1,3,3) 

(2,2,2) (2,3,3) 

(3,2,2) (3,3,3) 

I3,2,2i 13,8,31 

(1,2,2) (1,3,3) 

(2,2,2) (2,3,3) 

(3,2,2) (3Ä3) 



(2,2,31 
(1,2.3) 
(2,2,3) 
(3,2,3) 

13,2,31 
(1.2,3) 
(2,2,3) 
(3,2,3) 



12,3,11 
(1,3,1) 
(2,3,1) 

(3.3,1) 

13,3,11 
(1.3,1) 
(2.3,1) 
(3,3,1) 



12,1,2» 
(1,1,2) 
(2,1,2) 
(3,1,2) 

13,1,21 
(1,1,2) 
(2,1,2) 
(3,1,2) 



0, 



= 0, 
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all of which are of the sixth order. 

On the otherband, if the six combinations of the variables be eliminated 
linearly from the six equations 



there will result 



{1> = , {2} = , {3> = 0, 
(1) = , (2) = , (3) = 0, 



0; 



11,1,1} {1,2,21 11,3,3» {1,2,3} {1,3,11 |l,l,?l 

12,1,1) 12,2,21 (2,3,31 {2,3,3t l2,3,ll 12,1,21 

(3,1,1t 13,2,21 13,3,3 1 f 3,3,3 t (3,3,1t i3,l,2t 

(1,1,1) (1,2,2) a,3,3) (1^3) (1,3,1) (1,1,2) 

(2.1,1) (2,2,2) (2,3,3) (2,3,3) (2,3,1) (2,1,2) 

(3,1,1) (3,2,2) (3,3,3) (3,2,3) (3,3,1) (3,1,2) 

which as usual is of the twelfth order. It appears therefore tbat the coefficients 
of the determinants 

i2,l,lj j2,2,2j j2,3,3j J2,2,3J J2,3,l) J2,l,2! 
J3,l,lji3,2,2j J3,3,3ji3,2,3j J3,3,lj J3,1,2J. 

|3,l.l| |3,2,2| j3,3,3| |3,2.3| |3,3.l| |3,1,2| 
|l.l,l| |l,2,2j jl,3.3| |l.2,3| |l,3,l| |l,l,2| 

jl,I,ll !l,2,2j Sl,3,3l li,2,8j jl,3,lj jl,l,2J 
j2,l,lj j2,2,2j j2,3,3| |2,2,3J J2,3,lj {2,1, 2j| 

separately vanish. 

With respect to the Interpretation of these results, it is koown that, if 

(7 = 0, 

bie the equation to a curve of the third (or any) order : 

!A A AI 
a u u i 
dx dy dM \ 

is t}ie equation to the curve passing through the double points of U\ but if the 
systeoi 
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C7=0 




^-0 ^-0 


f=« 


v = « 




^ '^-0 


S = -. 



hold good for two consecutive values of the ratios x\yxz^ the curves 17 and SJ 
will coincide for two consecutive points. And consequently the above written 
results express the condition that the curve and its ,,Hessian (y) sball touch. 

$. X. 

Ort Compound determinants. 

A deterroinanty the constituents of which are, not simple algebraical quan- 
tities, but themselves determinants, is calied a Compound d^terminant. 

The ambral notation ^ above used , is immediately applicable for* the ex- 
pressions of these complicated Functions: tbus^ in the same way that 



Wl] 



denotes 

(l.l)(2.2)-i-(1.2)(2,l), 
tbe expression 



(12 34 > 
|l2 34{, 



will denoie (Conf. Sylvester, Phil. Mag. April 1851): 

=»{(l.i)(2.2)-(l,2)(2.1)>{(3.3)(4,4)~(3,4)(4,3)} 
-{(1,3) (2.4) -(1.4) (2.3»{(3,1) (4,2) -(3,2) (4,1)} , 

and in general : 

|li2, M, 1, 2, i4 I„2» wj 

I li2, M, 1,2, M, 1,2k, ",1 

will denote tbe detertninant 
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^=*=jl.2, «J(l,2, 


«j j 


i'.^- 


.... M, 


1 1.2, i*.i!l,2. 


u. i 


M.2„- 


.... l^ 


K li 2, "> M 1» 2i ••• 

)l.2, i/.n2,2,.... 




( 1. 2. .... 
■)1"2«...- 


::i 


J1.2, u,Ml,2, 

) 1. 2. u, n 1» 2, .... 




( 1, % .... 
( 1,2.... 


:i 


(1-2. «.) (1.2,.... 

\ 1, 2, r», n 1, 2, 




1. %..... 
' 1-2..... 


i\ 



The Order of a Compound deierminant is the norober of rovt 9 horizon- 
tal or vertical , of determinants forming its constituents. Its CUiss is the degree 
of miDority of its constituents, with respect to the matrix to which all the elemen- 
tary constituents (1,1) 9 (1,2)^ belong. 

A Compound determinant of the first CUiss and of the nth Order is one 
composed of all the first minors of the determinant formed by arranging all the 

constituents (1,1) , (1,2) ^ in a Square array. And generally, a Compound 

determinant of the i'th class and /th order, with respect to a matrix of is rows, 
will be, when developed, of the degree 

jin — i). 

Generally speaking^ however, it resolves itself into two or more factors, each of 
which is an ordinary determinant, and the sum of whose degrees is j(ji — i). 
A Compound determinant of the 1 th dass and bf the 

nöi-l) (n-t+l) 



/i = 



X2; 



th, 



order^ with respect to a matrix of n rows, may be also called the compUte Com- 
pound determinant ofthe 1 th class, with respect to that Matrix ; because it is 
composed of all the 1 th minors of the matrix. 

If however the order of a Compound determinant ofthe ith class ^ with 
respect to a matrix of n rows, be less than /x, the minors omitted may be called 
the dropped groups of the system. 

A Compound determinant may be also briefly expressed by writing within 
the brackets, not the numbers corresponding to the rows of each constituent 

45* 
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determiDant, bat those corresponding to tbe rows omitted. Thus tbe complete 
Compound deterroinant of the first class may be wntten thus : 

{OO O}' 

tbat of the second class, thus: 

{(\l)(\i) (II) }' 

aod generally that of the ith class: 

f/l| 1« li\ /2i 2, 2a /^, /ij /iiO 

IM. 1, I/V2, 2, 2/ Vi /h fi^in, 



where 



«(w-i).....(ll-t-Hl) 

/*— 1.2 i » 



for, if it be cooveoed tbat aoy expressioo such as 

(j) 

signifie, with reipect to the detcrminant 

that Minor in which the 1 th horizontal and /th vertical row has beeu omitted, 
the expresfioD 

will signifV 

f2> 



(l)(i)-©(?) 

""t 2 3 .... M J 1 3 4 1 J 12 3 u}\3i 1 J * 

And so OD, generally, as in the Dotation first given. 
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It will sometinaes be convenient to designate tbe complete Compound de- 
termiaant of eacb class by the same letter as ihe ordinary detemninant with the 
addition of asoffix correspooding to its class; tbus, the complete Compound 
determinant of the i th class may be represented by the symbol 

Vi. 
and the series of complete Compound determinants hj the series 

Vt f V« 5 V», 

of which) by its definition, 

since the uth minors of a determinant of the i/th degree are the constituents 
themselves. 

It is often convenient to use the symbols 

[1,1] [2,1] 1/1,1], 

[1.2] [2,2] [».2J, 

il,n][2,n] In.n], 

for those first minors of the determinant V« which in it« e]q;>annoD are die coeffi- 
cients of the constituents 

(1.1) (1.2) (l.n), 

(2.1)(2.2) (2,»), 

(/i.l)(/i,2) (n,/i), 

respectively. It will be noticed that the symbolical numbers in thete Systems are 

conjugate; the reason of which arrangement will appear from its application to 

linear equations. For, from the above definition it follows that the Solutions 

of the System 

(l,l)a?, + (1.2)a:,+ +(1 ,n)a?. = m, , 

(2,l)*, + (2,2)a:,+ + (2.n)ar, = u,, 

(/i,l)ar, + (n,2)x,+ + (n,n)xn — u» , v 

will be 

Vx, = [l,l]K. + (1.2]ii, + + [1,»]m., 

Vx, = [2,1]«. + [2.2]ü, + +[2,1.]«., 

yx. = [n,l]M, + [n,2]a,+ +[n,n]M., 
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which are of the sanie form as the original equations. Fram thlt circumstance 

thc System [1 1], [2,1], is calied the System inoerse to (1,1), (1,2), It 

will be Seen presently the system V^* (lil). V^* (l,2)-—* isthe system inverse 

io [1»1], C^^]? ) ^^ ^^^^ ^ ^^^ facUur pris, the two first-mentioned Systems 

are inverse to one adotber. In the sarae way two sets of linear equations, one of 
which consists of the Solutions of the other, are said to be inverse, ä unfacteur 
oriSf to one another. 

And first with respectto the inverse system, or system of first minors i. e. 
Compound determinants of the first Class,' from the law of formation as ex- 
plained in ($• L)» the following system is a direct consequence : 

(l,l)[l,ll-Kt,2)[2,l]^..«V, (l,l)[l,2]-|.(l,2)[2,2]-h.. «0, ..(l,l)[l,n]-hCl,2)[2,«]-H..='0, 
(2,l)[l,l)^<2,2)[2,l].,+=0, (2,l)[l,2]-K2,2)[2,2]+..«Vi -(a»!)!!,«] 



(mlXl,ll-H(n,2)t2>ll+..=-0,(n,l)[l,2J-|.(m2)t2,2]4. 

where 

V = 



.0, •.(ii,l)[l,ii]-h(ii,2X2^]4--.«V> 



12 
12 



and forming the deierminant of the expressions on the left band sides of these 
equations, and also that of those on the right band sides, and equating the results^ 
it is found: 

(ltlX»»ll-*-(>»2)[2,l]-h (l,l)[l>2]-h(l,2)[2,2]+ +(l,l)[l,n]-*-(l,2)[2,n] + .... 

(2,l)[l,lJ-l-<2,2)[2,2]^ (2,l)[l,2]-h(2,2)[2,2] + +(2,l)[l^]4.(2,2)[2^]^.... 



(n.l)[*fll+(««a)[2»»l^- («/I)[li21 H-(ii,2)[2,2] + +(M)[l,n]4^,2)[2jil. 



.... 41 



or 



twj [1,2] [ij»]'«r. 

[2,1] [2,2] [2,n] 

[2,1] [»,2] M 

Before proceeding to discuss the Compound determinants of other Orders 
of the first Class, it will be need to notice another series of theorems to which that 
above established belongs. It is a remarkable fact io the history of determinants 
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that most of the properties discovered at an early period vfhere apparently of an 
isolated character; bot have since been found tho belongs to chain of analogous 
properties, of which tbese first discovered formed the initial or final liolu Tbe pro- 
perty » of which we are now speaking, beiongs in fact to two chains, according as 
it IS written 

or 

(10 Vi - yr'f 

Considering» in tbe first place, the former of these expressions, we have by the 
Theorems of(§.I): 



V^Sd: 


12 ; i) J («.M)(» + 2) n 

l 2 ;• 1 1 i + 1) (,*+2) n ♦ 


0-r+ 12 (i+k) 1 (I +!)(;+ 2) n 

" ~ 1 1 2 ..:.. (i+k) i (/+l)(i+2) n 


Hence, formiog all the 






o(»-l) {»-«+1) 




<"- 1.2 t 


minors of the form 


Il2 ,!' 


and calling them 






and also all the minors o 


f the form 


and calling them 


(Z + l) 0-1-2) n 

; 0-H)(, + 2) ny 

Bu 1 Bn » -Bja f 


and forming the system 




2Ai,Bu=V 


f 2 A^ Jöy ^0 y S Afi JBff :^ 0, 


2 Ai 5« = 


, 2A„Bu = V , S A^,: JB« =s 0, 


S Au Bm — ^ 


, SA„ß^==0 , SA^B^^V, 


we have 
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(2.) = 



JSAi^Bf^i Sji^Bp^i Sjip^Bai 

All ^n ^lA 

^11 -Ba B%» 

«ß^i -ß/ii "^ 



-^11 -^11 •• 

"11 "M ••• 




-^^ -^;il •• 


... Aj^l 



= v-, 



and conseqaeotly, by giving /all values from 1 to |/i or |(n — 1), according as 
/» is eveo or odd, there will be a scale of relations o( wbich that giveu io the first 
iDstaoce is but the ioilial or fioal one. 

Proceeding to the Compound deierminant of the (/»— 1) order and of tbe 
first class, we roay use only the last {n — V) vertical and horizontal rows of 
equations ; then transposing the first terms and forming the determinants of both 
sides, we have 



[1,1] 



[2,2] [3,2] [n,2] 

[2.31 [3,3] [«,3] 



heoce 



[2,n][3,n] [/i,n] 

- v-»- V»-«{(2, 1)[2.1] + (3, 1)(3,1] + > 

= \r«(l.l)[l,l]; 



|(1)© 0( 



34 
34 



1 45 
146 



2 

2 



12 
12 



(n-l) 
(I.-1) 



(3.) =(1.1) I 12 n 

I 12 n 

Similarly there would be fouod 



(4.) pa) (7)| 



3 4 1 4 5 2 

4 6 2 5 6 3 



12 (»— l) 

2 3 n 



l-<''^{i3:.:"n 



and so on for the whole system. 
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But tbis, as well as iriore general theorein ^ may be establisbed almost 
upon iiispectioD by adopting tbe formulae of (§• I) thus: 

[ iQC::) Ol 

^*^ ^"*^)jO'+l)C*+2) ('-1)( |(i-l-2)(/+3) il (12 (n-l) 

(|(i.M)(/+2) (i -1)1 |(i+ 2)0+3) li Il2 (n-l) 

Now the row (vertical and horizontal) i^i+ 1 , /i, is omitted in these factors 

respeclively ; hence, if we suppose the whole set of constituents, arranged in one 
matrix, the order of the rows (vertical and horizontal) changed to the foilowing 

1,2, n ; l,2,n ; 1,2, (/-l), 

and the grooping altered to the foilowing: 

(1,2 n) ; (1,2 n) ; (1.2, (/-!)), 

the above determinant may be written thus: 

^_^ 1 i 2 n\ [12 n\ | 1 2 (i- 1) 



:il! 



12 n\ \ 12 n] \ 12 (/-l) 

But since there can be bnt the Single factor of the form 

1 2 n ) 

1 2 n\ , 

under the sign £ (for any other would involve a repetition of rows, and would 
eonsequently vanish); so that the determinant finally becomes 

{ 12 /ij"-^! 12 (i-l) 

1 12 n\ I 12 O-l) 

which, by putting 

/ — 1=0 , 1,2, (/i~2), 

gives the series of values for the Compound determinants of the first-class and of 

the Orders /i, fj — 1, 2. 

This may be written with a little mdre generality, so as to express the 
Omission of any row horizontal or vertical» thus : 
Crdle*f Jonnal f. d. M. Bd. LI. Hell 4. 46 
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^.^ , IWWr \nj^)\ 

(6.) \^ 

^M ^M '^,-1 ^M f^M ^i f^l ^ '»«-l 

^/4.1 ^>+2 '^i-l ^J^t ^/^ ^h 'f/-i+l ^>-i*^ ^>-i-l 



^1 n« /i„ I |/ii 71, n^ »£-t 

^V-^i w^-,^a n,^\ |/i/-^i n^-i-i /V-i4^ nj 

This is the general formula for Compound deterniiuants of tbe first class; 
and giving iandj successively all values from 1 to {n — 1), we may deduce the 
whole theory of Compound determinants of the firsl class, and of the degrees 
(n — 1) , (w — 2) , 2,1 respectively. 

Proceeding to Compound determinants of the second class , we have for 
the complete deterroinant: 

( v.=j(l^(>|) (11) 

(7.) < , 

/= 3 4 n 2 4 n 14 n, 

\ (3 4 n 2 4 n 1 4 n '' 

where the number of groups is 

n(»-l) 
1.2 » 

and the number of constituents in each is (/i — 2); hence the degree of the 
simple determinant to which it may be transformed, is nfi^, where 

(n-i)(n-2) 

and, since each of the eleraentaiy constituent« is used /u, timea, the whole com^ 
pound determinant will be: 

The subject of Compound determinants of the second dass faere divides 
itself into two parts, accordiug as any given row is, or is not, omitted more than 
once from the dropped groups. Suppose first, that no row is twice omitted ; the 
determinant may then be thus expressed : 

1/3 4\ /5 6\ /l 3\/2 4\ ) \5 6 1 7 8 ....: 3 12 (n~2)/ 

iVs 4A5 6) VI 3A2 a) \ \b 6 1 7 8 3 1 2 (n ^2)i ' 



i 
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which will be equivalent to tbe. Former case, except that the first factor, instead 
of being 

j I 2 nj» 

will be deficient in tbe last (n — 2) rows, Tertical and horizontal. Tbe result 
will therefore be: 

and, as in the case of Compound deterroinants of tbe first class, tbe general ez- 
pression will be given by writing the nomb^rs 1,2,... n, assuffizes to /i, instead 
of as elementary symbols. 

Similarly, the Omission of anotber of tbe coostiluent determinants, e. g. 

5 6 1 

5 6 l 

we should have : 

ntxii) (\i)(ii) 

n 8 3 9 10 6 1 2 in - 2)i 

(7 8 3 9 10 5 1 2 (n - 2)j , 

which would be equivalent to the previous case, Mrith the exception of the first 
factor, wanting all the rows but 3,4; hence the determinant becocnes; 

aO)^±^ 1 2 / j 3 4 h 1 2 n j'S-« j 1 2 3 4 jj I 2 „ K- 

(.iu.;-a-j i2J(3 4i)l2 n\ ^M 23 4^1 2 n\ , 

which again may be made general by writing 

instead of 1.2, n . 

And generally, when no omitted row recurs in the dropped groups, ^e 
Compound determinant of the i th order and second class will be : 

1){2i+ 1 2i + 2\ (2i + 3 2*+ 4\ (l 3\ (2 4\ ) 
/V2/ + 1 2i+2/\2i+3 21 + 4/ M3/V2 4/ j 
_ jl2 2/M12... ./ij''i-' 
- il2 2i"iil2 nS 

Suppose, however, that one or more of the omitted rows recur; then 

46* 
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and 

r.lXi*) (il) I = tll!il^il!^:::::r 

=(M)!!l»iS;*:;::::r 

Similarly: 

i(;?)(j2) ap ! 

.. ,.,112 3 4) U2 «)S-» 

and generally 

(.3.) (.,.H}l:;:::::HI^::::;:r" 

Again 

and so on. 

Again, the coroplete Compound determinant of the tth dass may be ex- 
pressed thus: 

J/li 1. li\/2i 2, 2a (\ \ A,A) 

Kl, 1, VV2, 2, 2J U, X^ VJ ' 

where 

- W(ll"l) («-»-4-1) 

^— 1.2 « » 

and tbis 

(1 2 nX^i 

il2 n] ' 

wbere 

__ a _ (II - i)(ii - 2) (ß-i+i) 

^'— « — 1.2... («-I) ' 

similarly 

( \(% 2, 2a/3x 3, 3a (\ X, Xa) 

\ V2, 2, 2,A3, 3, 3,/ U, i» vi 

f~ll,l, lil 112 n\ •' 

and so on. Otber formulae may be written as required (Pbi). Mag. April 1851*) 
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The following theorem, enuaciated by Mr. Sylcester^ seems to be all that 
need be added upon Ibe subject : 



ji.i.- 



1«!-*, l^ 2,2, ••2«2^, 



(16.) 



whero 



1-..1 



■»«4 



luM-l *■•+« 



Im'U, 1, 1__)m" 






lilt 



/^ = 



iw(wi — 1) (gl — r -1-1) 



1,2, 



^ = TT—;: ' 

,^ (tt — l)(m-^2),/..(w — r-f-l) 
^ ^ 1.2 (r-1) 

In conneiion with tbia fact of tbe subject, the following theorem is of im- 
portance. (Sylvester, Cambridge and Dvilm Mathematical Journal, Feb. 1853.) 

Lei ^j4 repreaent tbe fa*ne of terms ^Oi^^a^^ 'a^ y 

^B ^Äj^'Äj, *Ä^ • 

Lei ^Ax^B repreaent Hi^a^X^b^, where of eourae tbere are r terms 
witbio tbe symboI of sammation. 

Ägain^ lei ^A represent ibe line *fl|, 'cij, 'o^ , 

*B 'Ä.,«i.. «i.. 

andlet;jx:|n»pres«ti{p-;;,«;|x|;^-;^;[|, 



•ö, , 'a 



t„ a ' I denoHne the determinant (*o, .'c, — 'a,.*o,) , 



a.«i,- »*,.•*,), 



there will of coarse he m.\(m — 1) terms comprised within the sign of samma- 
tioo; and so, in general, let 






'B 
»5 



m being less tban n^ 
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and wbere io general ''A denofes ^Og » ''a^ » 



( 



leral '^4 denotes 'oi , 'ö, , '"«N 

and 'B denotes 'ä, , 'Äj , 'A,/ represen 






«».'<'»,. 



'*.. 






•*.. 



"*»..-\ -^U 



Now let (r) be any integer less tban (m)^ aiid iet 

<w.(jw^ t)>..^(«t — r-i" 1) 
^= 1.2 r ' 

and let 61, 6s» 6^ denote the /u rectangolar matrices of tbe forms 

^» / respectively, 



^Qr 



and let ffi, /fj, £f^ denote the fx rectangular matrices of the forms 



ß 



» - 

^1 > respectively. 



Now fonn tbe determinant 



G^X 0| 



y 6) X /la , 
; G^ X Oj . 



GiXff ; 
GsXfl^; 



theo« if we give.r tbe successive values 1, 2, 3 m^ (in wbicb last case tbe de- 
terminant in quesiion reduces to a Single term), tbe values of tbe determinant 
above written will be severally in the proportions of 

ü: , AT'", Äi-^'"-^ K-.K; 

tbat is to say, tbe logaritbms of tbese several determinants will be as tbe coeffi- 
cients of tbe binomial expression (1 -f- xj^. 
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When we make rszmy and equate the determinant corresponding to 
this value of r with that foimed by making r = 1^ the theoreni beconies identical 
wiih a theorein previously given by M. Cauchy^ for the product of rectangular 
Matrixes. 

This, a direct corollary from the fonnula (16), when thatformula ii par- 
ticularized by making 

represent a determinant^ all whose terms are zeros, except those which lie on the 
prindpal Diagonal^ these latter being all units. 

From this same theorem the ordinarv ruie for the multiplicatioo of deter- 
minants is an iromediate consequence; as has been remarked by Mr. Sylvester. 
For let m — n, and 

12 2p { 

12 2n\' 



represent the determinant 



1 Oll a^ 

1 a^i a^ 







bnxb^ 6«.0 



^ ö|, flu 

fl,i fl» 






A21 ^M 







'1« 



öfii ö„j a^ Ä„| b^ 

and the rule. follows from inspection. Thus 

— 1 fl fl 
() 1 ö' b' 

i a ^ 
i a- /9' 



'nn • J 



=z a b \ 
\a'b' 



a ß 
a'ß'l 
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10a 


1 Ä 


1a' 


1 Ä' 


a ß 


a /8 



l Q a l b 
l a' 1 Ä' 

a' ^ a- Z?' 

aa'+a'ß ha'+b'/y 

Tbe same remark is also true even when f/i = /i, if it be uoderstood that, 
when two determinanis of different Hegrees are to be multiph'ed fogether, rows are to 
be added to tbe determinant of tbe Iower degree, sufTicient in number to equab'ze 
tbe degrees, and consisting of zeros in all places, ezcept on tbe principal diagonal, 
wbere units are to be written* Tbus, if tbe determinants 



a b c 




aß 


af b' d 




a'ß' 


a" b" c" 







are to be mnltiplied together, the second is to be writtea thus : 

a /? 
a'/S'O 
1 

The following Theorem is given by Dr. Schläfli in the „Denkschrif- 
ten der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften. Wien. Math. Classe. Bd. 
IV. p. 62." 

Let the determinant 



V = 



a b 
a'b' 



be of the nth degree; and let the determinant formed from its first minors, be 



Vi = 



A B 
A'B' 



Furthermore, let 
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i2«= 






ir^l)cr^a'b + ar^b' 



tbe vertical rows of which coDsist of the several terms of 



(a + a'- 
ib+b'- 



•7, 



(a+a'+ Y-i{b + b' + ), 

tes])e^tiTely ; and the horizontal of the several terms of 

(o+*+ r, 

(«'+*'+ y. 

(a+b-^ )'-»(a' + Ä'+ ) 

It \t proposed to determine the valae of ^ in terms of V. For tfais pnf> 
pote form Sl^ from V> thus: 

i2. =1 ^ B rAT^B 

jT-^A' B^» .....(r- \),r-*AB+ BT'B' .... 



Then mnltiplying A and i^ together by tbe usaal formola, and remeroberiog that 

aA^bB-\- =V , aA'-^bR-h =o. 

efA-¥b'ß+ = , €fAf-k-i/B'-\- «V, 

and also that 

tfA + *'£' + -^rtf-'A^^bB 4- 

= (arf+ AB + •—)•■ =V', 

ar'^-»ay^'+Ä'-«jr-»Ä'Ä'+ -i-(r-\)cr-'jf^A'B^Hf-*A^bBf-^- 

^{aA'%-bB+ y-^iaA + bB-^--) = 0, 

rcT^i^Ar + rb'-'b'R + -i- {(r~ l)tf^ä'b + cT^b*} rA^^B + 

= iaA-hbB+ r'(ö'-^+*'J?+ )+(r-l)(- -X ) = «, 

rtr^Ar't^A+ rlr-*B^b'B'-*- + 

= iaA+bB+ y-'(a'A'+b'B'+ )-K''-l)( X ) = V, 



Orelb'i Jomul td.ll.B4. LI. Hell 4. 
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sotfaat 



SiSi^=s 









"V 



m m V 

•Or+l).... (»-l-r-»-l) 



1. 2. 



„ »(«■»•1) (n-i-r— I) 

'" 1. 2....(r-I) ' 

and, sioce V is not resoluble into factors, ^2^ must be some power of V; so that 
we may condude from the degree of ^i : 

^ V- 1.2 (r-1) • 

The maoipaladoD of deteimiaants may also be well ezemplified by the 
meaos of linear equations, as follows, when 

The above eqaations give rise to the following: 

[i-hl,i+l]u^+ii+l,i+2]uM+ + [i+l,i»K = ^ » 

[i+2,»+l]a»^j+[*+2,»+2]M*»,H- +[i+2,n]a, = V , 



YVlience also the inverse system: 



H- + Ln,n]u, =V. 



[i+l,i+l][i+l,/+2] [i+l,n] 

[*H-2,»+l] [i+2,»+2] [i+2,n] 

[i»,i+l] [»,1+2] [n,»] 

[/+2,*+2] [i+2, <+3] [1+2,»] 

[i + 3,1+2] [i+3, /+ 3] [i+3, »] 

[»,,•+2] [»,1+3] r»,n] 

Now writing the first / equations of the given Systems thns: 



Um 



ssV 



^iti' 
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(l,l)ar, + (l,2)«,-#. 
(2,l);ri + (2,2)«,+ 



• (1,0*1 
(2,0«» 



(2,t + l)«w-- 



— (1,«i)ä 



(«.0«» +(',2)«, +.. 
tbere may be dedoced : 

a,2)(i.8) a.i) 

<a,2)(2,2) (2,1) 

tf,2)(«-,3) (f,l) 



-».0*,0«< - -(l%» -|-1)«M4 - -(*,«)«• 



«t ■■ — 



(i,.+i)(i,3) a,i) 

(2,,+ l)<?,3) (2,1) 

(«•,i+l) (1,3) (f,l) 



«M — . 



a, 0(1,1) a,»*-i) 

(2,1) (2.1) (2,t-l) 

(^0 («»i) (»•,«-!) 



dfj ■■ — 



(i,«+i)(i,i) (i,<-i) 

(2,1 + 1) (2,1) (2,»-l) 

(i,< + l) (1,1) (^t-l) 



«♦«.1 — 



or 



{11::::} 



«»«■i< 



Si ■■ 



(1,2) (1,3) a,»+i) 

(2,2) (2,3) (2,« + l) 

(«,2) (|-,3) (i,» + l) 

a,3)a.4) (1,1) *«. 

(2,3) (2,4) (2,1) 



«,3) («',4) (,-,i) 

a,»+i)(i,i) a,»-i) 

(2,. + l) (2,1) (2,t-.l) 

(i.i + 1) («•,!) (i,.-l) 



i^ 



•othat 

uw = (» + 1,1)«,+ (/+ 1,2)«,+ + (,-|- 1, /+ 1)»^ + 

2 »\-7i2 0+1) 



_f 12 n-'f 12 0+1)1 

~\12 i] tl2 + 1)/'*'*^ 



and cooMqaeotly; •abstituting in the former expression for u^, *■><! «qaating tbe 
coeffidents of Xu* ' 

ti-*-l,i+ll [i+l,J+2] p+l,»] 

[» + 2,<+l) [t + 2,t'+2] (<+2,«l 



[»,<+lJ [»,« + 2] [ii,«] 
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[1 + 4,1.*. 31 [f+2,t+3] [»-l-2,ji] 

[t + a,J+3] [f+Sj. + a] [t + 3,iij 

lnyi-t-2l [«,t->.3] r«,«»l 



OA «7 CIA.. .il OA (»+1W-* 

11 2 «5 il 2 ...... J il 2 «4-1)5 , 



aod simüarly perfomiiiig this method of reduction (J) times, it would at leogth 

be fonnd tbat 

[t + l,t-i-l] [t+l,t'+21 [1 + 1, «] 

[t + 2,t + l] [» + 2,1 + 2] [» + 2,11) 



[«,»•+ 1] [11,1 + 2] [»,11] 



[»+/+2,*+^l][t+i+2,»+;+2j [i+j+2^] 



Cl2 n^n »JC12 (i+i)|-» 

I12... «jIw iSlU (»4^)5 



[•,«-*-i+i} [i»,«-»-i+2i [«,«] 

This fonnula includes, as a particular case, M. Jacobis theorem, viz. if 

»+/+I=i», 



tben 

[»•+ 1 ,»•+ 1] [» + ^ ,1+2] .. [»•+ 1 ,«] 
[<+2,i+ll [i + 2,. + 2]..[i + 2,n] 



[«,.•+ 1] [«,1 + 2] 



[",«] 



.C12..iii"-J->fl2..n fl2..(ii-l)v-J[ii,«] 
il2..«3 ' 1l2..*3 a2..(i»*l)3 

»U2..«v^«fl2..il 
/I2..f»i * 1l2..»C 



ditioos 



There U a large class of determinants whose constituents sati$fy the coo- 

« (1,2) -(2,1) (1, «)-(•,!) 

(2,1) -(1,2), , (2,1.) -(«.2) 



(«,l)-(l,,.),(«,2)-(2,i.). 



and it isobservable that, by taking the systein of conditioiu b«tween (1,1), (1,2)..., 

and [1} 1]} [1)2], given in the early part of.this section, and omitting those 

lying'upon the diagonal, ihere niay be deduced: 

[1,1] : [1,2] : [1,«] - [1,1] : [2,1] : [«,1J 

: [2,1] : 12,2] : (2,».] : [1,21 : [2,2] : [«,2] 

t M n ..••••... 

: [11,1] : [«,21 : [»,»] : El,>d : P,»] : [n^nj 

or 



S. SpoUuwMtb, on DeUrmimmt», 

* 11,2]- [2,1] [l,ii]-[«,l] 

P,l]-[1,2], ♦ [2,»] -[»,2] 
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[«,!]- 11,»], [«,2] -[2,«], 



It is perhaps worth while to write down the dcvelopments of the deter«- 
minants belonging to this class for the cases n = 3 and n ^ 4. These are as 
follows : for R = 3, 

a,l)<2,2)(3,3)-(l,l)(2,3)«-(2,2)(3,l)«-(3,3)(l,2)« + 2(2,3)(S,l)a,2), 

and for n =? 4, 

(1,1) (2,2) (3,3) (4,4) 

-(2,2) (3,3) (l,4)'-(3,3) (1,1) (2,4)«-(l,l) (2,2) (3, 4)« 

-(1,1) (4,4) (2,3)«-(2,2) (4,4) (3,l)«-(3,3) (4,4) (1,2)« 

-H (2,3)« a, 4)* + (3,1)« (2,4) + (1,2)« (3,4)« 

-2|(1,2)(1,3)(4,2)(4,3) + (2,3)(2,1)(4,3)(4.1)+(3,1)(3,2)(4,1)(4,2)| 

+ 2(1,1) (2,3) (2,4) (3,4) 
+ 2(2,2) (3,1) (3,4) (1,4) 
+ 2(3,3) (1,2) (1,4) (2,4) 
+ 2(4,4) (2,3) (3,1) (1,2). 

The equation to a cone, or other surface of the second order , may now 
be expressed in the same form as that to the reciprocal cone; for, adopting a 
usual Dotation, let 

a = [l,l] , = [2,2] , C = [3,3J 
/=[2,3] = [3,21 , <» = [3,1] = [I,3] , ^ = [1,2] = [2,1], 

the equation to the reciprocal cone will be 

so that unless 

= 0, 



Ä H 


G 


H B 


F 


G F 


C 



9 process, similar to that ernployed in §• III, üvill give for the equation to the cone 
redprocal to that above given, i. e. to the original cone: 
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a 19 <$ « 

1^ (& I y 

X y z 0\ 

As an example, let it be proposed to invectigate the coaditions that the 
rootf of the equatioo 



(1,1) -tf (1,2) (l,n) 

(2,1) (2,2) -tf (2,n) 



= 0, 



(»,1) (n,2) («,»)- tf 

(in which it is supposed that (1 , 1) =3 (2,1) ) $hall be all pontive. By what 

has been $hown before, this eqaation may be resolved into fyäteins of the follo- 

wiog form: 

(l,l)a;, + (l,2>r, + H- (l,n)*. = tf,x, , 

(2,1)*, + (2,2>r,+ + (2,»)*. =: tf.x„ 

(n,l)4?i •l-(n,2)x,+ H- (n,n)3i^ = «»«, , 

where $1 is a root of the given equation ; the other Systems beiog fonned by wri- 
tiog, yi, Xat ynt ^t successively for cci, sc^, ••>• «„ 0g And if the Sy- 
stems of variables x,jr, be subject to the conditioos 

ai + a^+ + ai = l . 

y*f*-yi + H-y: = l, 

the foUowing equations may be formed: 

(l.l)x? + -i-2(l,2)x,x, + = *,, 

(l.l)yS + +2(l,2)y,y, + = *, , 

$i,6t, — being the roots of the given equation. The following inverse Systems 
may be easily fonned; 

ll,l]'i + [1.2]jr,-*- + [1,«]*, - e»*, 

p,i]xi+(a,a]j?,+ -i-[2,ii]jr, ■> ©I*, 

in,t\*g-*-\nji\a:ft- -»-[11, m]«. - ©,*« 

|l,ll«? + + 2(1,21*,«,-»- - ©» 

ll,l]f? + +2[I,2]y.y, + - Ö. 
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where 

and sinilarly« by using tbe expressions [1 ,1]| ^ [1»2]| y f | 1,2,**— 1 1 , there 

inigbt be forroed tbe inverse Systems wben (n — i) of tbe variables are eqnated 
to zero, and i oiit of tbe n variables are selected for tbe transformation. 
Now sioce one condition of tbe problem is obvioasly 

|1,2, »|>0, 

it will be sufScient for tbe present purpose to determioe tbe relatioos amuing tbe 
coefficients, in order tbat tbe above Systems of quadratic fmictioos, or tfaose for- 
med wben / variables only are used^ may remain positive for all values of tbe va- 
riables. And since tbe n variables a:^y x%y ao^f are subject to only two con- 

ditions, (n— 2) of tbem will remain independent, and if all tbe groops of (n— 2) 
be successively equatcd to zero, tbere will result a series of conditions, of wbicb 
tbe foUowing is one : 

(l,l)ti5+(2,2)x; + 2(1.2)x,x,>0} 

tbese pve rise to a series of conditions among tbe eoefficients, of wbicb tbe folli^ 

wiog is one, 

l^2i>0. 

Tbe inverse System in tbe case of two variables presents no new feature; 

bat if tbe inverse system be formed witb tbree variables, and one of tbem be tben 

equated to zero, there will be formed witb w^, atj, op^, tbe foUowing System of 

conditions: 

[2,2],a;S + [3,3],^J-I- 2[2,3),^,a:a > , 

[3,3],a5+ [1, l],^; + 2[3,13,47aa?, > , 

[l,l],^ + [2,2la;? + 2[l,2]3ar,ar, > , 

wbeuee also tbe foUowing: 

(1,1)1 1,2,3 |>0 , (2,2)11,2,3|>0 , (3,3) | 1,2,8 |> , 

witb similar conditions for all tbe otber ternary combinations of tbe variables. 

Again, witb XiyX^^x^^x«, tbere would be formed siz conditions, of wbicb 
tbe foUowing is one : 

[l,ll^+[2,2],j:; + 2[l,2j4^i^ > ; 
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tbere would be thence deduced : 

|^3| |1^A4| |>0 , |3,1| |1Ä.%4|>0 , |1,2| |1ÄMI>0, 
IUI |1,23,4| |>0 , |2.4||1ÄM|>0 , JMI |l,2A4i^0, 

Bul, on account of the cooditions fouiid in the case of two variablea» tfaese 
are equivalent to only ooe, viz. 

|1,2,M|>0, 

with similar conditions for all tbe other quaternary combinatioDs of the variables. 
Similarly, the next series of conditions would contain the following: 

ll,2,3| |1,2,3,4.5|>«, 

which^ by what has gooe before, is equivalent to 

(1,1)1 1,2,3,4,5 !>0: 

and similarly for all the other conditions belonging to this group. And henoe 
generally, f being any positive wfaole number» there will be a series of conditions 
of iHuch Ihe followiog forai a pair, 

11.2, 2i|>0, 

(1,1)11,2, 2i=fcl|>0; 

ihn QUniber of conditions in these cases will be respectively 

•*» 1,2 (20 - y - 1 , 

and 

^<***> 1,2 (2i±l) -y-1, 

and the wimXe syttem of conditions may consequently be comprised andw the two 
general formulae, 



ikMif^M (Ar.,*.) 

ikMihM (MO 



(*..ÄO(Ar«,Ai) (k^^) 



>0, (k„k;) 



(Ari,*i) (kM • " (*.,*««) 
(Mi) (kM (Mim) 



>o. 



(^lfc«,^l)(Äffci:l«*S (^EiK±l,AMM) 



y being any number comprised between the limits 1 and (2i ± 1) inclusively. 
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§. XL 
Miscellaneous insianees of DeterminarUs. 

Beside the instances given in the preceeding pages, there are many others 
in which determinanis occur^ and to which their properties are consequently ap- 
cable. A few of these are here subjoined by way of Illustration. 

The symmetry of an erpression, which is at first sight not apparent, may 
often be pnt en epidence by means of a determinant; thus, e. g. 

1 +ab^ ad— biCi — diC -h bbiOiC — bbioc^ + dabiCi — da^biC 

\ d b ^ 
a 1 c 
Ol 1 ci 
d,bi l 

Let u and r be any functions of any rariable x; and let 

dv 



^* (0 



dP 



= V 



(0 



Then the latter expression roay be thrown into the form of a determinant, thus: 

0= 



(-Kjr= 



P (T 


p 


>« 


uu' 




Op 2p' 


P-» 


P P* c" 




u u* u" 




p 3p' 


P 2p' Sp" 


,^ v' 


p" 


P*" 



u «' u" m"' 

Crene*! Jonari t 4. N. B4. II. Heft 4. 
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P ^9^ ^' 






00 



9 (n,!)*' 
(n-1,1).^ (n,2)«/ 



where 






«<— «> 



u 



,(•-1) 



II«"» 



^'>/^— 1.2...:^ ~ 



The improper condnued fracrion 

33^ 1 =ä*'»8»V' 



B> 



€:=■••. 



where 



V = 



^ 1 

1 B 1 

1 C 

M 1 

i ^ 



io whicb any number of rows may be taken at pleasure, and the formala will 
give the corresponding convergent fraction. 

The same holds good for the coatioued fraction 



ifwewrite 



V— A l 0.... 

-1 B 1 .... 

0— 1 C ... 
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Let 1 , /| , /a^ A be the (n + 1) roots of the equation 

ar"^»— l =0, 
ihen^ whatever be the values of 

! A Ai .... A^ j 
^i A^ A \ 
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A,A A^, 

=s(A + At+ -t-A,) 

X (A-ht\Ai-h -hi'A,) 

X (A+inAi H- + ^^,) . 

Aiiy fuoction of two variable», e. g. 

o,x" -»- a, x^'jr + ±a,y" = U , 

oiay be thus expressed: 



y * 
y 








» 



d7 



and consequentlv; if 

the foHowing equatioiis may be satisfied: 

o = ä,+4y+o+ +0 



o = fl.+o + o+ +4«, 

or, as tbey may be written, 

= ai+4y+4« 



— iU + Q + i,x , 

wbeoce, eliminating XfYf yre have the syttem of dcterniinaots 
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4.4 
4. 





4. 



aod coDsequently , in any investigations, a system ofquadratic functiona of n va- 
rinblef as defined by the last expression, may be substituted for a function of the 
nih degree of 2 variable«« 

This wortb reinarking tbat, not only tbe equations 

«a + 6/8 + cy =0^ 
can be represented a5 determinania thu«: 





1 00a 




1 OOa 








Ol Oß 




010/8 








OOly 




OOly 








aßyl 




a b c 


i 




but the entire eystem to whicb ihey belong , can be represented m thewariou« 


mioors of a single determinant 




Tbus in the case of two variables 






1 aa 








Olbß 








ablO 








aßOl 






= 1 - o»- 6*-a'-^ + (ai8- 


oi)\ 


writiog 




the System of mioors becomes 




Ä* + /S*— 1 ab-^aß tx — ^ß 


«— yÄ, 


ab-^aß a*+o*— 1 b—^a 


ß^^a, 


a—^ß b — ^a «»+/?»— 1 


aa+bß. 


a — yÄ 


ß- 


V' 


z 




aa«*» 


bß 


a«+6»-l. 



Tbe original determinant being symmetrical ^ the inverse aystem is so also; and 
in Order tbat all the minors may vanish^ ii will be sufficieDt tbai three, not more 
than two of which h'e on the same roW) shall vanish. Tkua we come back to the 
well known fact thaf^ if 



then also 
and 
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<iA + a^ = «, 



aa-hbß = 0, 

o = y./S 9 a = VÄ 
A = ya ^ /& = y a 

Again^ in the case of three variables: 

1 i) a Ol a% 

l b b,h^ 

1 c Ci Ct 

a b c l a 9 

d, i, c, 1 

tbe System of first minors of this determinant h as follows; the coefBcients of 

(1,3) • (afr-l-ffi6i-i-as&B) (c'-#-Ci-#-<5— 1) — (Äe-^ftlCl-♦•Ä,CJ)(flo-HfflC^-f-atC^ 

(1 . 3) s . (HO -«- Ol Ol -4- Ol ^) (&* -f- 61 -^ 6; — 1) -- (6o -f- 6i Ci -♦- A^ ^t ) («* "♦" «t Ä| -*- IH ^i) 

(1.4) *a V(&|C^t^i)-^a(I-&*-*&?-*^-*c^-o;--o3)H-6(ä6-hai5i-^a^O+^<<^-v-<h<^i-4^ 

(1.5) o» VCÄgO— 6o,)-Hai(l— 6'— Äj— 6?— o*~c?— c;)H-6i(a6-+-ÄiÄi-*-a,Äa)H-0|(ao-+-a|Ci-H^Oj) 

(1.6) « y(ftoj— 6,c)-<-o^(l— 6«-»5-6|-c'-^?-cpH-6,(di+aii,+a,R,>+o»(ao-^ 

(2. 1) «■ (ia -H biQi -^ 6,0,) (c* -f- cj h- cj — 1) — (ca-4- o»«! + e^a^) (be -♦- 6iC| -^ 6jO,) 

(2.2) a (l — o*-.c?-cJ-a«-a?-a;H.(citt,-c,ai)«-H(c,a-oa,)» + («ai-Oia)« 
(2|J0 ■■ (6o-f-6iO, -+.6,c,)(a«4-a;-#-aJ — 1)— (ac-4-aiCi^a,Ca)(6a + 6,Ä|-#-64a,) 

(2.4) aa 7(0|ai~etaB)+6(l--o*--o{^cJ--a*--a;--tf{)+e(&o4-6iCj+6^)-f-a(6a-f-6iai+6,ai) 

(2.5) «B v(oaa— ca,)-+-ai(6a-*-6|ai-*-6,a2)*^6i(l— c'— cj— c|— a*— o|— oj)— Cj(6c+6,c,-*-6,c,) 

(2.6) ■■ v(oB|— Oia)H-a,(6a+6iai-4-6,a,)H-6,(l--c'--c|— cj— a*--fl|---a5)-#-c,(6o-i-6,Ci-f-6tO,), 

(3.1) ■• (ca + o,ai -^ rjo,) (6* -+- 6? -4- 6|— 1) — (6a -+- 6iai -i- 6tas) (o6 -h 0|6, -•- c,6,) 

(3.2) ■■ (c6-f-0|6i-f-o,6^(a* + <7; + aJ— 1)--(a6-4-a|6]+ati,)(cä^-Cia, -f-o,a,) 

(3.3) - l-a«-a;-flJ-6»-6J-6|-f-(a|6,-a,Ä,)« + ii,6--a6,)« + (ci6|-o,6)» 
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(3.4) » v(a|6t--^i;-^a(M4Hyiat-4-eia,)-Ho(l--a*--^r-i4-6*--A;--AS)-H6(c^^ 

(3.5) s v(<i^— ^t)+ai(M^i^--HCsCh)-4-ei(l--a*--al— «;— ft*-6;-ftS)-^i(c6 

(3.6) — 7(^i-<4&)'«^(M4Hyiai-f«^)<Hrt(l--«*--a;--a;-4'-6t-i;)-i-6,^^ 

(4.1) » (A|C,-6gCi)vH-<l-^-Äj-c?-^-6;-K4)-Haj(aaiH-Mi><»,)+a,(«a,4^ 

(4.2) - CciÄ,-«,ai)v-HKI--ai--*?-Ci-^-ftl-cJ)-H6i(aai4-Mi-f^t)H-6,(a^ 

(4.3) — (aibt'-aJki)V'heii^^b\^el^^^l-^l)'f'Ci{a^ 

(4.4) - l-<^-61-.cJ-«S-.«S-i^^.(6iC»-6,C|)« + (i4a,-c,a4)«H-(at»,-d,60* 

(4.5) « (aai -i- W^ -i- cc,) (ij +6^ -H oj — 1) * (a^ai -i- 61*1 -H c,Ci) (c^a -hbjk+ %c) 

(4.6) »■ (aia-»-MH-eac)(i4-i-6;-«-€;*l) — (aia-«-MH-Cic)(ata|H-At6i-f-c^eiX 

(5.1) >■ V'*^)V+^(l-H4*-As--Ct-^*--i*--^)-H€^(a,as'f-ftlit-^«l«B)'^0l(^<^^ 

(5.2) =. (e«a— ai*)7+KaiaH-6,64^tO+ii(l--^-&l--^|-a^--i'-<?*)'^&t(<M^ 

(5.3) a» (a,A^a6,)7+<aia^i6-i-C|0)4-o,(l^--6i— e{--d'--i^*-o^)-f-0t(aia2-f-6i&a-«-«i«i) 

(5.4) — (aia-»-M-f-e|C)(a;+62-i-ol — l)-(aat4-66j + 00i)(aiat + AiAt4-etO 

(5.5) « I-aJ-ÄI-.c;-a«-Ä*-c» + (6,o-6cO' + (Cia-«»t)*-»-(«i*-^«)' 

(5.6) « (aiat + A|ii-t-c,c,)(a* + 6*+c*— l)-*(a,a + 6^-i-c,c)(aai + Mi-»-e9i), 

(6.1) ■■ (Aoi— 6iC)V-^a(a,a4-M+efO)+ai(a,ai4^i-f^iei)+ai(l--a^--6*--c^-^ 

(6.2) a- (coi— Cia)v+6(a,a+6t6+c,c)+6i(€Mit+Mi-H'«0|)+6,(l--i^--^— o^--at<-4;--^ 
(6,8) — (061— a|6)v+o(a,a+6,i+c^)^0i(ataiH-Mi-l-<'sCi)-^et(l--a^--ft*--*c9*«;— ^^ 

(6.4) — (aaa-f-6t&-«-c^)(a*-e6!-f-€;— 1) — (aiai + 6|i,-f-Ci0i)(a(i,-f-MaH-«9i) 

(6.5) — (aia, + Ai69 + 0iet)(a*4-&*-4-«*— 1) — (Mi-l-M|-«.oO|)(a^H-M-l-«flO 

(6.6) ^ l-a»-**-c«-aJ-6I-c; + (fcri-4.c)'4-(««i-ö.a)« + («k,-«i»)*. 

Of the second miiiors, the following are the first row: 

(12)- i--o--ir?-c5 
(12) • *«+Mi + *i^ 
(12) - *(^ + «?-^<4-l)-«(4« + *iCi-i-*i«t) 

(12) " *i(«* + ci-i-«t— •)— «i(*«-i-Vi + *t^«) 

(1 6\ 
12/ =■ *»(c'-l-«i + «5— 1) — c,(*c + *iCi-|.*,cO 
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(12) " «(c* + «i-4-«5— I) — e(ac + «iei+d,«^ 

(2 5\ 

(12) ■■ «i(«*+«J + «5 — I)-ei(«o-4-«ie,^a»e,) 

(12) - «tV(«*i-«i*) 

(12) ■" Cir-(aift-«6») 

(12) - « V-(«i*t-«t*t)> 

and siiiiilarly for the other fourteeo rows, 

From these it appears tbat all the second roioors on tbis ievel wiO vanish 
in Tirtiie of tbe three conditions 

c*+ Ci*+ c,'=s 1 

bc + Ä|C| + 6fy Ä 

ac + OgCi + Ofy =s 0, 
tinca tbe last tbree vis. 

v-i. 

are consequences of the above fhree. Tbis isinagreeroentwitbthebomoioidallaw, 
vis. tbat tbe number of second minors wbicb must vaoisb^ in order tbat all on tbe 
same Ievel nay vanisb, is 4 — 2-1-1=3. It is easy to see tbat tbe wbole System 
necessarily vanisbes in order tbat all may vaoisb, will be tbe usual System 

bc'hbiCi'ir b^^ssO ^ ca + Ciai + c^OfSsO ^ ab + aibi + aj)t^=^^j 

and tbat tbey involve also tbe usual inverse system* It may be remarked tbat the 
above conditions render all tbe 36 first minors also zero. 

It bas beeo shewn by Mr. Cayiey (Camb. and IHih. Matb. joam. May 1853) 
tbat tbe resolt of tbe elimination of Xj y^ z from tbe equations 



380 



8. SpottiBmoode, on DetermimmU. 



x + y+«^0, a^ssa _y*:=Ä 



«• = c. 



may be expressed in other of the two following rational forma: 

.111 =0 

l . c b 
l c • a 
\b a . 

. a b c =0, 
a . 1 1 
b \ . . 
c \ \ . 

with corresponding results for a greater number of variables. 

,9 And ingeneral, for any eoen number of quadratic radicals, the twoforms 
are not cssentially distinct, but may be derived from each other by interchanging 
lines and columns^ while for an odd number of quadratic radicals, the two forms 
cannot be so derived from each other, but are essentially distinct." 

Applying a similar process of elimination to cubic radicals, he arrives at 
the conclusion, that : 

99I0 generale whatever be the number of cubic radicals, two of the three 
forms are not essentially distinct, but may be derived from each other by inter- 
changing lines and columns/' 

The form of a determinant reappears also in the combination ofcertain 
differeotial Operations, as J have noticed in the Camb. and Dub. Math. Journal^ 
Febr. 1853. Thas : 

Suppose that the series 

h9h^ 

Ji^hy 



represent any permutations of the series 






and tbat 


1,2,- 


... 






Vi = *i.rf^,+*H 


d 
>d*t 


+ 




V> - ^j,ax^ "•■ ^A 


d 


H- 
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and that tfae permutation 

7.,;., P(j) 

of the series 

iithi ^(0> 

be thns represented : 

jh » A » = PU> > 

and the corresponding operative symbol bjr V/» so that 

and so on, generally; then writing 

then V>*i=VyV, — V/^, 

and so on. Moreover) if the permutations are of such a character that, either the 
second, or the fint and last conditions of the following sjrstem are satisfied : 

there will resnlt 

and if, besides, either the first condition or the last two conditions of the following 

mtem he satisfied: 

Pii,0',k)} = P{iJ,k),{} 

we bave 

and so on, generallj. 

A similar formula niay be constructed when linear fnnctions of the ra- 

riables are substitated for Xi,,Xj^, ^/ly^ii»'**** ^^ ^^^ expression for VtyVif—i 

bot it wonld be foreign to the present purpoae to follow this snbject 

London^ August 1853« 



Crtlk^ Joanal f. d. M. Bd. LI. Hell 4. 49 
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9. 

Der Uebergang von den unbestimmten za 
bestimmten Integralen. 

(▼on Hern Prof. H&m m Bouil) 



Jjezeichaen a and ß endliche reelle Zahlen, ist femer /If 2) eine zwisdien 
ib SS a und ^=s ß continuirliche, einwerthige Function, so versteht man bekannt- 
lich unter y^^J(z) dz die Grenze einer gewissen Summe. Diese Grenze ist immer 

endlich und bestimmt, so dass also das bestimmte Integral einen endlichen ond 
bestimmten Werth hat, der, wie man weiss, aus einem unbestimmten Integral ab- 
geleitet werden kann. Ist nämlich of^CO irgend ein unbestimmtes Int^nd 
yy(x)dz^ so wird jenes bestimmte Integral gleich '^(ß) — '^(0)9 PorausgeseUij 
dass auch '^^iz) zwischen z^=sa und z^=i ß continuirlich und emwerlhig bleibt. 
Die 0>ntinaitit eines unbestimmten Integrals \^{z) folgt aber keineswegs aus den 
Voraussetzungen für f{z) ; wird auf dieselbe keine Rucksicht genommen, so kann 
man bei dem Uebergange yon den unbestimmten zu bestimmten Integralen leidit 
auf unrichtige Resultate stossen. 

Um Dies zu erläutern betrachte man das Integral 






welches bekanntlich den Werth ir hat. Ein Bogen » dessen Tangente eine gege- 
bene Grosse z hat, ist keine bestimmte Function. Um sie einwerthig zu machen, 
nehme man denjenigen Bogen welcher zwischen und it liegt, der aber offenbar 
eine disconiinuirliche Function von z ist, indem er von ir zu springt^ wahrend 
z continuirlich vom Negativen zum Positiven durch Null übergeht. Es ist dieses 

arctangz ein unbestimmtes Integral / nr?» daher \^re, wenn man nicht ein 
continuirliches unbestimmtes Integral nehmen müsste, das bestimmte Integral 
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zwischen den Grenzen — ^ und +g gleich arctang^ — arcfang — -gr? demnach das 
zwischen — x und +a: gleich ^tt — J« = 0; anstatt gleich rr. Das richtige Res^l- 
tat erhält man, wenn man den Bogen so nimmt, dass er eine continuiriiche Func^ 
tion von z ist, also z. B. zwischen *- |ir und + fir liegt Dies giebt arctang od 
— arc tang — od gleich | ir — ( — |ir) =: n. 

Bisher stellten wir uns unter a und ß reelle Grossen vor. Sind a und ß 

imaginär j so legt man demy f{L)dz noch immer eine Bedeutung bei. Man 

kann nämlich in diesem Falle eine ähnliche Summe bilden, wie in dem vorherge« 
henden, indem man den Weg vorschreibt, welchen z von a bis ß gehen soll« 
Nimmt man die Grenze dieser Summe, so hat man fiir diesen fVeg von z einen 
bestimmten Werth , den man gleich dem bestimmten Integrale setzt« Natürlich 
wählt man im Allgemeinen nur solche Wege für zj auf welchen /(z) continuir- 
lieh bleibt. Soll das Integral einen vollständig bestimmten Werth haben, somuss 
der eingeschlagene Weg ohne Einfluss auf jene Grenze sein ; es würden sonst 
die drei Grossen , welche in dem Zeichen des bestimmten Integrals vorkommen, 
a, )8, /(z), eben nicht zur vollständigen Bestimmung ausreichen, sondern man 
müsste noch eine Andeutung des Weges, den man gehen soll, hinzufugen. 

Im löten Bande des Uouf^Hleschcn Journals S. 365 — 480 hat Puiseux 
die Veränderung untersucht, welche jene Grenze erleidet, wenn z auf verschie- 
denen Wegen von aza ß gelangt £r hat den Fall vollständig behandelt, wo 
y(z) von z mittels irgend einer algebraischen Gleichung abhangt; er hat seine Un* 
tersochungen auf mehrere wichtige Integrale, z. B. die eiliptiscben, die AhehdMn 
und die verallgemeinerten jlbebxhen Functionen angewandt. 

Zur Yeranschaulichung der Methode und der Resultate bedient er sich 
der häufig mit Vortheil benutzten geometrischen Darstellung imaginärer Grossen^ 
deren Prinzip man seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts kennt. In den Mi»» 
cellanea Taurin. Tom I. 1759, p. 122 verwirft nämlich Daviet de Foncenex 
jene geometrische Darstellungsweise, die von einem Schriftsteller herrühre, wel* 
chem man ein schätzbares Werk über Algebra verdanke. 

Um eine imgitiäre Zahl a -4» &i geometrisch darzustellen, nimmt man zwei 
feste, unter rechtem Winkel sich schneidende Axen an; die eine sei horizontal, 
die andere vertical. Auf jeder Axe unterscheidet man eine positive und eine ne* 
gative Seite, die durch den Durchschnitt der Axen getrennt werden. Die imag^ 
nare Zahl a -i- bi wird dann durch einen Punct in der Ebene der Axen repra» 
tentirt, dessen Projectiooen auf die horizontale und die verticale Axe, von dieser 

49^ 
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Stucke abschneiden 9 die, vom Durchschnitt der Axe an gerechnet, resp« gleich 
den Zahlenwerthen von a und b sind. Von den vier Puncten, welche dieser Be- 
dingung entsprechen, nimmt man einen solchen, dpssen Projection auf die posi- 
tive oder die negative Seite der horizontalen Axe fallt, je nachdem a positiv oder 
negativ, auf die positive oder die negative Seite der verticalen Axe, je nachdem b 
positiv oder negativ ist. 

Die Arbeit \ouPuiseux giebt das Resultat, dass der Weg, welchen z von 
a bis ß geht, iin Allgemeinen nicht ohne Einfluss bleibt, sondern das Integral im 
Allgemeinen mehrfach periodisch ist, d. h. dass jene Summen , je nach dem ver- 
schiedenen Wege von z, Grenzen haben, die sich um ganze Vielfache gewisser 
Grossen, der Perioden, unterscheiden. Eslässt sich auch erkennen^ me nele sol- 
cher Perioden additiv oder subtractiv hinzugefiigt a^erden müssen^ Q?enn man pon 
einem fVege 9on z zu einem, andern zwischen denselben Endpuncten über*' 
geht. Es mag noch gelegentlich bemerkt werden, dass der Satz, welchen Cauchy 
in seinem vor etwa dreissig Jahren erschienenen ,, Memoire sur les integrales di- 
finies, prises entre des limites imaginaires^^ zu beweisen sucht, nicht streng rich- 
tig ist Cauchy behauptet nämlich, dass der Werth des Integrals von dem 
Wege unabhängig sei, so oft J(z) für alle Werthe von z continuirlich ist, welche 
in dem Rechtecke liegen , dessen Diagonale die Verbindungslinie der Puncte a 
und ß ist und dessen Seiten parallel mit den Axen sind» 

Man sieht hieraus, dass die drei Stücke o, 6, /(z) dem Integrale allerdings 
schon einen bestimmten Gharact^r geben ^ ohne dass der VVeg von z angezeigt 
wäre: die Theorie der elliptischen Integrale, bei denen die Grenzen als Functionen 
des Integrals angesehen werden, zeigt, wie eine Menge eleganter Eigenschaften 
ganz unabhängig von diesem Wege ist. Es kommen aber auch Fälle vor, wo 
es nothig ist, den bestimmten Werth des Integrals zu kennen, welcher einem ge- 
gebenen Wege entspricht, und das leistet Puiseuxs Methode nicht, welche nur 
die für verschiedene Wege gefundenen Integrale vergleicht. Zwei solcher Fälle 
boten sich mir bei einer Untersuchung über das Potential einer Kreisscheibe dar^ 
über die man das Nähere in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 
Jahre 1854 S« 564 seq. findet. Das eine Mal war/(c) eine rationale Function 
von z, und es sollte der Werth des Integrals ermittelt werden ; welches man im 
9ten Paragraph der gegenwärtigen Abhandlung finden wird. I)as andere Mal 
handelte es sich um einen speciellen Fall der allgemeineren Au%abe, das In« 
tegral 
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welches zwischen reellen Grenzen von x genommen wird, in die Hauptform der 
elliptischen Integrale zu verwandeln» wenn die Constanten a,ß,y,6 imaginär sind. 
Der Losung dieser Aufgabe werde ich eine besondere Arbeit widmen^ und mich 

in der gegenwartigen damit beschäftigen 9 den Werth des Integrals Jf(z)dz zu 

ermitteln 9 wenn der Gang von z zwischen a und b gegeben ist, und f(z) eine 
Function bedeutet ^ Vielehe rationcd nach z, oder nach z und einer Quadrat'- 
Wurzel aus einem Ausdrucke zuzeiten Grades ist. Aus den Elementen der In- 
tegralrechnung ist bekannt 9 dass man dazu nur einige ganz specielle Formen von 
y(z) zu untersuchen hat, die ($. 3) bis ($• 8) behandelt sind. In ($. 9) sind die 
früheren Resultate auf das Integral angewendet, um dessen willen diese Untersu- 
chungen unternommen waren* Im ($• 1) schicke ich bekannte Definitionen nnd 
einfache Betrachtungen voraus, denen im (§. 2) einige Bemerkungen fiber den 
Zusammenhang des unbestimmten mit dem bestimmten Integrale folgen« 

Um den Gang von. z anzudeuten, mache ich diese Grosse von einem reel* 
len X abhängig, das sich zwischen a und b bewegen mag, wenn a und b reell 
sind. Für a; = a und x =z b selbst, nimmt z. die Werthe a und ß an. Der 
Ausdruck, dass z einen gegebenen Gang zwischen a und ß hat, wird dann gleich- 
bedeutend damit sein, dass z eine gegebne Function von w ist Da femer die 
unendlich kleine, diesem Gange entsprechende Veränderung von z offenbar 

gleich dem Producte von ^ iB die unendlich kleine Veränderung von x ist (wie 

sich auch durch die geometrische Betrachtung auf der Stelle zeigt), so wird der 

diesem Gange angehorige Werth des Integrals J/(z)dzj (die Grenze der Summe) 

gleich dem ganz bestimmten Werthe des Integrals zwischen reellen Grenzen 

//(«)£^ . 

Es ist daher folgende Aufgabe zu behandeln. Es soll der Werth des 
Integrals 



/ 
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ermittelt werden, wenn z eine gegebene continuirliche einwerthige Function von 
«9 und fia) rational nach x, oder nach x nnd einer Quadratwurzel aus einem 
Ausdruck zweiten Grades ist. 
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1) Eine Function Yon o; kann entweder stet^ sein^ oder (Qr verschiedene 
Werthe von x ihre Stetigkeit Qcrlieren. Im letzten Falle kann sie an solchen Stel- 
len in*s Unendh'che übergehen, oder aber endliche Sprunge machen. Beispiele 

solcher Functionen sind ^, - oder ^^ und arctangj;, den arc so genommen^ 

1 1' 

dass er zwischen und ir liegt. Die erste Function ist stetig; -- und ^wachsen« 

wenn x sich der Null nähert, ins Unendliche; arctango; springt bei d? =s von 
w zu über. 

2) ICüiwerthig heisst eine Function von x, wenn sie fOr jeden Werth 
von X nur einen Werth hat; man pflegt sie aber auch dann noch einwerthig ra 
nennen 9 wenn auch einigen Werthen von x, aber nicht einer continuirKchen 
Folge solcher x, mehrere Werthe der Function entsprechen. Der oben be- 
zeichnete arctangd? ist also noch einwerihigj obgleich er för o: = zwei Wer» 
the» ir und hat« Uebrigens konnte man ihn auch vollkommen einwerthig ma- 
chen, wenn man den Bogen von ind« bis « excl. nimmt« Wir setzen fest, dasa» 
wenn die einwerthige Function &(x) bei x ss a einen endlichen Sprung miM:ht9 
also zwei Ordinaten (Ür die Absdsse a existiren, der eine Werth derselben, die 
Grenze von ^(a -|- eXroit^(a -|- 0) bezeichnet werden soll, wo e eine versdiwin* 
dende, posäi^e Grosse ist. In den Formeln bezeichnen wir Grenze mit Gr. 

3) Unter - ^ oder ^ versteht man 

Gry^ k > 

es mag h von der positiven oder negativen Seite der Null sich nahwn. Im All» 
gemeinen ist il^(x) emwertfUg^ wenn ^{x) eüwerihig ist Ffir besondere FiUe 
von X kann es aber auch mehrere Werthe haben. Wird z. B« der arc wie obeo 

genommen, so ist — J^ - im Allgemeinen gleich | ; fOr x =s aber, der 



Erklirung nach, 1 oder — ot^ je nachdem h von der positiven oder von der 
gaiiven Seite her der Null sich nShert 

4) Ein unbestimmtes Integral yy^^)^ i^t jede Function '^o^ dic^ 
:Si4i8erentiirt,/[x)giebt9 wenn auch für einzelne Werthe von x, aber aichl fiir 
eine eontinuirliche Folge, diese Gleichheit aufbort So ist der obige arctangd? nodi 
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immer /iXjf 9 obgleich für d; ss der Üifferentialquotient — J^^ nicht mehr 

SU 1^ sondern zu 1 oder zu — cd wird. Hieraus ist klar, dass wenny(x) reeU ist^ 
wShrend z eine reelle oder imaginäre Function von x bezeichnet, \\){z) ein unbe- 
stimmtes Integral y7(^)2^^ ^in wird, wenn man fuer^ wie in der Folge immer 

geschehen soäy t' gleich ^ ^^^^ 

5) Sind a und b reelle Gros9en, ist femer /(jr) emwerthig und continuir^ 
Uchj oder macht doch nur endliche Sprunge, so ist 

y/(«)dx==Gr|e/(€i) + €/(a+£) + €/(a + 2fi)+ — + ^(a + (f# - !)€)[, 

wenn man zur Abkürzung e = -— setzt* Der Bequemlichkeit wegen stellen 

wir uns die obere Grenze b stets grösser als a^ d.Kb — a als positiv vor. Für 
ein gegebnes /,a und b existirt immer eine, und nur eine Grenze. Geometrisch 
genommen stellt ein solches Integral einen gewissen Flächenraum vor^ wenn /(ai) 
reell ist. Wird /(x) imaginfir = 17+ if^» so bedeutet nach dieser Erklflrung 

^x)dx 

fUdx^i JVdx, 

also gleichfalls etwas Bestimmtes. 

Ist die eine Grenze 6 = od, so versteht man xmXtr Jf{%)dx die Grenze 

Jfipo) dxx mit wachsendem b. Aehnlich verhält es sich wenn a ss — * OD wird. 

Geht/](d?), zwischen x^=^a und d; = 6, der Reihe nach für x =1 a» ß^ h, 

ins Unendliche aber, so versteht man nutet J fix) dx folgende Summe: 

Grf^{x)dx + GrJ^f{x)dx + + Gr f fi%\dx , 

die Grenzen ffir 17 und e gleich Null angenommen, während man sich unter e und 

^ positive Grossen vorstellt. Ist a oder b selbst ein solcher Werth wie a» ß^ 

so hat man auch för a und b resp. a+ e und 6 ^ 9 zu schreiben. So Zo B. ist 

J yL^^ ^^J iT = Gr2(l — e) = 2. Es ist noch daran zu erinnern, dass die 

Summe der Grenzen zweier Grossen A und B aUerdings immer gleich der Grenze 
ihrer Summe ist; es müssen aber dann j4 und ß Grenzen im eigentlichen Sinne 



von, 
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haben ^ d. h. ihre Grenze darf nicht» wie man sich aasdriickt^ dboD sein. Man 
kann daher in der vorstehenden Definitionsgleichong nicht die Integrale saerst 
. addiren» and dann die Grenzen nach e und ^ nehmen* 

§2. 

Wir werden nun untersuchen wiey 'i|''(x)iiirn)it'i{;(6)— a|>(a)£usanimeii- 

a 

hangt. Zunächst ist klar, dass, wenn man ein unbestimmtes Integral y/(x)dx 

durch r\> {ad) bezeichnetfjf (x^da: immer a|>(Ä) — (ä) sein wird, vrennj(ai) und (f{x) 

mncperthg und continuirlich zwischen a und b bleiben. Der bekannte Beweis 
erfordert in der That keine andere Voraussetzdng. 

Wird die Stetigkeit von rj^x) zunächst bei x = a unterbrochen^ so zerlege 
man das Integral von a bis b in eines von a bis a und in eines von a bis b. Es 
ist klar 9 dass das erste die Grenze des Integrals von ^ bis a*— e, das zweite die 
Grenze des Integrals zwischen a + £ und b sein wird. £s ergiebt sieb daher: 

JJ{x)dx = ^T\r^f(x)dx ^JS{?o)dm\ 

Das erste Integral rechts wird aber sn t|i(a — t) — tf;(a), das zweite zu '^{Ji) 
— * <i|i(a — e) ^ also ist 

Anmerk. ,tWSre audi /(x) l&r x s=s a diseoniinuirUch, wahrend das In- 
tegral y fix)dx noch eine Bedeutung bat (§. 1^ No. 6), so würde man in den bei* 

den vorigen Gleichungen statt der Summe oderDifferenzp die Summe oder DifTereos 
der Grenze setzen mflssen."* 

Durch wiederholte Anwendung der obigen Formel findet man endlich, in- 
dem man y^X^^ statt /(o?) setzt, Folgendes: Wird t);(x) für x = o^ /? und « d£$- 

cofUmutrüch^ und hatyt|i'(x)d!x einen Werth, mag '^'(jx) continuirlich bleiben^ 

oder mag erst die Definitionsgleicbung am Schlüsse des (§• 1) dem Integ^ seinen 
Werth rerschaffen , so ist : - 
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die Grenzen für £ = genommen, während mnn sich s j)osiliv vorstellt. Bleibt 
t|;'(x) continuirlich^ so kann man statt der Summe der Grenzen die Grenze der 
Summe setzen. Macht '^{x) nur endliche Sprünge (und das ist der Fall, wel- 
cher bei den spätem Untersuchungen vorLoramen wird,) so hat man : 

a 

+ if;(a — 0) — 'i|;fa + 0;+i|>(/? — 0)- -^|;(A + 0). 

Um diese Formel auf ein Beispiel anzuwenden, betrachte man wieder 
/** dx r'^düTCtnngx , 

Nimmt man denarc zwischen — Jtt und +l7r an, so wird ij^(a:), nämlich arctang^, 
zu einer continuirlichen Function von o:; also das Integral, wie auch schon in 
der Einleitung gedacht, gleich W ~ ( — itt) = it. Nimmt man aber den arc zwi* 
sehen und tt an, so dass er für x = Jiscontinuirlich ist, so ist die vorste* 
hende Formel zu benutzen , indem man a = setzt. Es (ladet sich daher als 
Wcrth des Integrals : 

arctang OD — arc tang — ao -I- arc tang — — arctang -I- 
= + 57r— 1« -I- TT — =ir. 

Es sind folglich nun zwei Mittel da, ein Integral y '\^Xx)dcc zu berech- 

a 

nen, wenn ipC^) auf die W^ise Jiscontinuirlich wird, dass es endliche Sprünge 
macht. Das eine besteht in der Anwendung unserer Formel, das zweite darin^ 
dass man eine Function &(x) aufsucht, welche continuirlich ist und denselben 
Differentialquotienten nach x giebt, wie tf^Cx). Geometrisch ist die letzte Me- 
thode leicht auf folgende Art auszuführen. Behandelt man nur den Fall, wenn 
'^(jxi) reell ist, so stelle man sich die Curve gezeichnet vor, welche diese Function 
ausdrückt. Diese Curve wird bei or, a, ß, Sprünge machen, also plötzlich ab- 
brechen« Indem man nun den zusammenhangenden Theil von jr = a bis x = a 
festhält, rücke man die übrigen Stücke so zusammen, dass alleTheile eine zusam- 
menhangende Curve bilden. Es muss dabei aber jeder Punct der Curve ^[^(a:) 
auf seiner Ordinate fortrucken. Die zusammenhangende Curve ist dann offenbar 
eine solche Function *(^), und der Werth des Integrals ist = ^(Jj) —^(a). 
Wäre z. B. xf^Ca?) = arc tang x, und man nimmt den Bogen zwischen und w, so 
Crdle't Joanial f. d. M. Bd. LI. Hefl 4. 50 
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wird die Curve für x = — od eine Ordinate f^r geben ^ und continuirlich fortlau* 
fen, bis rar Ordinate « fär x = ; das zweite Gurvenstiick hat für or =: und 
X = OD die Ordinaten und Jtt. Rückt man auf die vorgeschriebene Art beide 
Theile zusammen^ so bleibt für o: = — od die Ordinate itt, wahrend sie für 0;=: OD 
gleich 7t+l7C wird. Die Differenz der End- und Anfangs -Ordinate ist daher 
(ft + lit) — Tir oder w. 

§.3. 

Nach Angabe der Einleitung wenden wir die Formel auf einzehie Fälle 
an. Es hezeichne z eine beliebig gegebene^ coniinuirliche einwerthige Function 
9on ccy sie mag recl oder imaginär sein. Der fVerth von zfür einen TVerth 
c pon X, drücke Zc aus. 

Zunächst untersuche man 

/^ £*z'dx, 

a 

wenn n eine ganze positive Zahl, oder Null ist. Hz/aTdx = nl^i "*' ^ ^"^ 
nach (§. Ij No« 4) 

fz^z^dx = ^. 

Setzt man das bestimmte Integral gleich y '\^\x)dxj so lässt sich unter i|>(x) hier 

a 

jTTTj verstehen. Es ist also a|j(ar) eine i:o/i<mi^r//r^ Function von o?. Wir 
haben demnach: 

SO dass dies Integral nur von dem Anfangs- und End- Werthe von z, nicht aber 
von dem Gange von z zwischen a und b abhangt; hier^ wie bei allen ähnlichen 
Resultaten 9 nur vorausgesetzt die oben ausdrücklich erwähnte Redingung der 
Continuität von z. 

Dieses einfache Resultat ist von Redeutungj wenn auch nicht für 
die folgenden Untersuchungen ^ so doch für alle Fälle, wo ein Integral 

J f(z)z*dx betrachtet wird, in welchem sichy(z) in eine concergenie, nach Po- 

tenzen von z aufsteigende Reihe entwickeln lässt. Ist der VVerth dieses Integrals 
iiir irgend eine Function z gefunden, so wird derselbe Werth auch für jede Func- 
tion z gelten, die mit der ersten gleiche Werthe f ür x ^ n und w s=i b hat 
Auf ähnliche Weise erhält man einen Ähnlichen Satz für 
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wenn n eine ganze positive Zahl bezeichnet, die grosser als 1 ist, und z zwischen 
x = a und X = £ nicht verschwindet. Der Werth des Integrals ist dann nämlich: 

$. 4. 
W!r gehen inj -dx über, indem wir vorauszusetzen) dast z zwischen 

Cd» 
\ VLnAxssb nicht verschwindet. Da I -z = logor ist, so wird nach(§. 1, No.4) 



:r=ai 



/ 



\dx = logz, 



so dass für ipCx) ein beliebigeF^ aber für jedes x bestimmter Werth von log z zu 
setzen ist Man stelle sich z in der Form p + qi gegeben vor, wo also p und q 
gleichfalls continuirliche einwerthige Functionen von x sind, die für keinen Werth 
von X zugleich verschwinden , und setze 

p ^zr cos 9 , 9 =: r sin g), 

indem man hier^ ^ie später bei solchen Transformationen^ das reelle rposäip^ 
und 9 zwischen -^ ir und -i-tt aruiimmt. Die Werthe von r und 9 für a; :=s Cf 
werden durch r« und 9^ bezeichnet. 

Ein log z ist nun gleich logr + tpiy so dass man 

\p(x)=s logr-l-91 

setzen kann. Da r positiv (gemacht) und nie (Voraussetzung) ist, so wird logr 
eine continuirliche Function vonx sein; sing) und cos 9 sind gleichfalls continuir- 
liche Functionen von or, aber nicht ist es nothwendig 9 selbst ^ welches offenbar 
von db TT zu =f= TT springt, wenn cos 9 oder p negativ ist und zugleich, bei unend- 
lich kleiner Veränderung von x, der sin 9 oder q, continuirlich durch Null vom 
Positiven zum Negativen übergeht, oder umgekehrt. 

Man beobachte daher p und q^ während o? von a bis b wächst. Bei xsa 
mag zuerst der Fall eintreten 9 dass p negativ ist, wahrend q verschwindet und 
ehe 07 zu a kam 9 ein anderes Zeichen hatte, als nachdem es durch a hindurch 

weiter zu b hinging. Derselbe Fall mag bei ^, y, k eintreten. Sind nun 

9a5 9)?> Vk die Werthe von 9, bei welchen j d. h. unmittelbar nach welchen der 
Sprung eintritt, während x von a zu b fortschreitet, so dass also der Zahlwerth 

60* 
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eines jeden Bogens g)«, g>;?, •••••?>* gleich tu ist ^ so giebt die Formel (§. 2) das 
Resultat 

-fix = iogr* -- log/-„ -I- l((pt — (pa) + ä/C^a + Cp« + + <pkl 



f 



Sollte Zn reell sein, so wird es nicht zweifelhaft sein, ob y« gleich -Mt oder — ^r 
zu setzen ist Erhält nämlich z, wenn es von z,, ausgeht, da wo es zuersi imagi- 
när wird, einen positiven imaginären Theil^ so war offenbar (pa gleich 4-7r, im an- 
deren Falle — TT. Ganz ähnlich verhält es sich mit g)^ 

Bleibt der reelle Theil von z oder p immer positiv, oder wechselt q nie 

sein Zeichen, so kann offenbar kein Sprung Statt finden, so dass in diesem Falle 

das Integral zu 

logr^ — logr. + /(qj^ — 9^) 

wird, also wieder nur von dem Anfangs- und End-Werthe von z abhangt« Sollte 
p immer negativ sein, so hätte sich ein ähnliches Resultat durch Betrachtung des 
negativen Integrals ergeben. 

Auf welchem Wege man auch von Za zu Zf, kommen mag: es erhält» wie 
die Formel zeigt, das Integral Werthe, die sich nur durch ganze Vielfache von 
27ei unterscheiden. 

§.5. 

Das Integral 1 /^ , j^v» lässt sich, wenn k eine beliebige, reelle oder 
*^ 
imaginäre Constantc, n eine ganze positive Zahl >l ist, und z+k zwischen 
or = a und o; = 6 nicht verschwindet, leicht auf ein schon in ($• 3) untersuch- 
tes Integral zuriickführcn, wenn man z + k durch y bezeichnet Dasselbe ist 
dann 

$.6. 
Es lässt sich auf ähnliche Weise das Integral 1 — r von dem im (§. 4) 

-— abhängig machen, wenn man y ^ £ + A setzt Die dorti- 
gen Formeln lassen sich unmittelbar anwenden , wenn man nicht t^ sondern 
£-|-Ar gleich 
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p + qi z= r(co$9 + i sincp) 

setzt Es sind daher sämmtliche Formeln angegeben worden , auf welche sich 
unsere Integralform reduciren lasst, wenn /(a:) eine rationole Function von x 
ist. In vielen Fällen wird es übrigens besser sein, erst die Zerlegung zu machen^ 
dann die Integration nach den Formeln (§. 3 — §• 6) auszuführen, und das Inte- 
gral unmittelbar nach der angegebenen Methode aus J*/(x) da: herzuleiten. 

Um diese Methode weiter zu erläutern, füge ich die Behandlung des Integrals 



I. 



s» + D 



hinzu, welches man nach (§. 4 und §. 6) aus den beiden 






VD 



zusammensetzen konnte. 7) bedeutet hier irgend eine reelle oder imaginäre Con- 
stante, und z* + 1) darf zwischen o; = a und ac = b nicht verschwinden. 

$.7. 









Der arc hat bekanntlich eine Bedeutung, wenn auch pg imaginär iat» indem man 

unter aretangj^ jede Grosse u zu verstehen hat, die so beschaffen ist, das« ihre 
Tangente gleich y ist, d. h. so, dass 



wird. Macht man 



wß = /? + 9* = r (cosg) + ismcp) , 



und nimmt r und 9 wie in (§. 4) an, so lasst sich ^{.«(x) gleich 
t' , 1 — 2rsiny H hr* 1 2roo$g) 
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setzen; indem man unter |/D eine beliebige, aber beide Male dieselbe Quadrat- 
wurzel, unter log den reellen natürlichen Logarithmus versteht , li/z^ arctang, 
ipie es pon nun an immer geschehen soü^ za^ischen — \tc und +)^ liegend an- 
nimmt. 

Es besteht also a{; (x) aus zwei Theilen , deren erster, welcher den Loga- 
rithmus enthält, immer continuirlich bleibt. Denn erstens wird 1 =i= 2r sing) + r* 
SS (lzhrsin(py -h r^cos^<p nie negativ, zweitens auch nie Null, indem sonst 

9 =s \7Cp r = 1, also ^n^ = i d. h. z^'h D gleich Null sein vtrürde; der Voraus- 
setzung zuwider. Der arctang wird discontinuirhch, wenn y^Tjä" von dboo zu 

=1= OD übergeht; er springt dann von db {tt zu ^jtt über. Dazu muss fürs erste 
r gleich 1 sein; cos 9 kann, wie eben bemerkt , nicht zugleich verschwin« 
den. Der arctang wird aber in solchem Falle nur dann, und immer einen Sprung 
machen, wenn bei wachsenden a: auch r von einem Werthe, der kleiner als 1 ist, 
zu einem Werthe der 1 übertrifft, übergeht; oder umgekehrt. Man bezeichne 
nun die Werthe von x, bei welchen ein solcher Uebergang eintritt, durch a, /?, 

Ar; die Zeichen von i~m unmittelbar vorher sollen durch e^^eß^ be- 
stimmt sein, so dass diese Grossen =f=l bezeichnen, je nachdem das Vorzeichen 
positiv oder negativ war. Alsdann hat man offenbar: 

^ [arctang -^ZT^ - arctang i^^^ J 
+ ^[^« + ^^+ + ^J . 

Behält cos 9, oder was Dasselbe ist, der reelle Theil von ^ immer das- 
selbe Zeichen, so ist klar, dass wenn r, oder der Modulus von j7g,beia;=aund 

X = 6 zugleich kleiner oder zugleich grosser als 1 ist, der letzte, tc enthaltende 
Theil, sich auf reducirt. Ist r^ < 1 und r^ > 1, so wird er = -f- ic; ist r^ > 1 
und r^< 1, so wird er = — tt. Hat cosy immer das negative Zeichen, so tritt 
in diesen Fällen das umgekehrte Verhalten ein; d. h, dieser Theil ist resp. 
0, —«,-•-«• 
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Um die Aufgabe vollständig zu losen, ist, nach Angabe der Einleitung, 
noch der Fall zu untersuchen^ in welchem /C^) eine continuirKcbe rationale Func- 
tion von z und einer Quadratwurzel |/(m + 2nz+pi?) ist^ wenn m, n, p reelle 
oder imaginäre Constanten sind. Das Zeichen der Wurzel rouss auf irgend eine 
willkürliche Art fest bestimmt sein; z. B. so 9 dass der reelle Theil derselben po- 
sitiv, oder für gewisse x positiv, für andere negativ ist. Natürlich muss aber 
nun eine solche Bestimmung getroffen sein^ dass die FFurzel sich mit der 
Grösse unter demPTurzelzeichen continuirlich ändert. Dann ist ofifenbar: 

wenn das Zeichen der Wurzel links und rechts nach denselben Principien fest- 
gestellt wurde. In der That: geht man auf die Erklärung des Differentialquo- 
tienten ($• 1^ No. 3) zurücl:^ und giebt a; den Zuwachs h^ wodurch der von z 
gleich k werden mag, so kann man 



y(m + 2n(z + k) + p(z + kf) = yim+2nz + pz^ + kQ + lAr + ..... 

setzen. Erhebt man Dies zum Quadrat, so ergiebt sich 

2(n+ pz) + pk^ =z 2k(i.y(m^ + 2nz+pL^ + fAr + . — , 
also für 9 der Grenzwerth 

«—V(«V 2»» +!>«')' 

welcher noch mit dem Grenzwerthe von 7- oder z^ zu multiplidren ist, am den 

gesuchten Differentialquotienten zu geben. 
Setzt man nun 

y^n + pz+ypYim-hinz+p^ , 
wo Yp willkürlich, aber fiberall gleich angenommen wird, so ist 






* 
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so dass jetzt die Aufgabe die ist: / (p(y )y^dx /u integriren, wenn 9(y) eine ra- 

lionale Füiiclion von y bezeichnet: eine Aufgabe, welche in den früheren Para- 
graphen ihre Erledigung fand. 

§9. 

Schliesslich untersuchen wir als Beispiel das Integral, auf dessen genauen 
Wcrth es in einer Untersuchung ankommt, die ich später veroffenllic hen werde« 
nemlich das Integral 

Es bezeichnen m, n^ p^ q^ t{i gegebene reelle Grossen ; der Fall dass zu 
gleich m = und /? = ist, bleibt ausgeschlossen ; h und q werden positiv und 
die Quadratwurzeln so angenommen , dass ihr reeller Theil positiv ist. Ist der 
reelle Theil gleich {%. B. für :r = 0)^ so hat man das Princip der Gontinuitäl^ 
welches im (§. 8) ausgesprochen wurde^ festzuhalten. 

Setzt man 

z = |/((a? + mif — nf) + V((^ + pif — q^ und 
^z=zm^+ n^ + p^ + q^ — 2mp — inqcos'^p , 

so vereinfacht sich das Integral zu 



~4 ^••*' 



Es ist also D eine reelie, und da noch (/n:izpf + {n — q)^ positiv ist, eine posi-^ 
tioe Grösse, deren positive Quadratwurzel durch yD bezeichnet wird. Nach der 
Anleitung in (§. 7) untersuchen wir nun den Werth dieses Integrals, indem wir 
die dort gebrauchte Bezeichnung für dieselben Dinge hier beibehalten. Eis ist 

klar, dass hier der einfache Fall vorliegt, in welchem der reelle Theil von tttx nie 
negativ wird. 

Es wird zunächst gezeigt werden müssen, dass z^ + D nie verschwindet. 
Ist X nicht gleich Null, so ist Dies klar, indem:: in allen übrigen Fällen einen von 
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verschiedenen reellen Tbell enthält, also nicht gleich ±iyD sein kann. Der 
Fall X = 0, für welchen z rein imaginär wird, erfordert aber eine -besondere Be- 
handbing. 

Ist dieser Beweis geführt, so wende man die betreffende Formel des (§• 7) 
an. Es wird sich zeigen, dass sich leicht entscheiden lässt» ob für o? = der 

Mod yTR oder r«, grösser oder kleiner als 1 ist. Für die yerscbiedeneD Fälle» wel* 

che hier zur Sprache kommen 9 erhält man drei verschiedene Endformeln. Es 
werden zulezt diese drei Endformeln in eine einzige vereinigt. 

Um diese Puncte zu erledigen, führe man vier reelle Grossen P, -S, J?, 
ein, indem man 

m = V(P"-x").cosö ^ p^y(2^ -^0^)0030^ 
n=:Ps\aH y 9 = 2sio0 

setzt Die Quadratwurzeln werden positiv und H und zwischen und n ange- 
nommen. ' Geometrisch betrachtet heisst Dies, dass durch einen Punct, dessen 
rechtwinklige Goordinaten m und n, oder p und q sind, Ellipsen vonderEicen- 
tricität^ gelegt werden. Je nachdem rn positiv oder negativ ist, wird daher cmH 
positiv oder negativ sein. Man setze £ =s ± 1 , je nachdem m positiv oder ne* 
gativ ist. 

Die Werthe von P, ^y Hy 0y welche x =: und x es 1 entsprechen, be- 
zeichne man resp. mit (^, o*«, i^, 0^ und 9» or, i^, 0, so dass 

ms:|/(9*— l)cosi7 5 pssy(a^—a^)co$0 y 

n =s qsintj y 9 =? asintf ^ 

und auch 

m = <^cosi99 , p = o-^costfo 1 
I n=s(^sin9t j ^sBor^sifltfi» , 

ist. Man hat nun (a? + wii)* — n* == [xcosH + iy(P^ — a^fy ao das$ 

ist, indem hier die reellen Theile der Quadratwurzeln positiv sein sollen. 1R$ 
zeigt sich hieraus, welchen Werth i«, wenn man seine Continuität beriicksidbtigt, 
für J? = annimmt; es ergiebt sich offenbar 

Mun ist klar, dass auch Zq-I- /) nicht verschwinden kann; sonst mfisste 
Crelle'8 Journal f. d. M. Bd. LI. Hefl4. 51 
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(«(?o+4cro)' = l> 

sein; d. h. wenn man in D für m, ?!,•••• die Grossen 909 einfuhrt, musste 

-*• «4 = co$i7ocosö<> + sin f^osin^o^^^''^^ 

sein. Dies ist aber unmöglich. Haben nemh'ch cos 170 und sin?;« gleiche Zeichen, 
so ist •*- «4=^—1; da aber der Zahlwerth von »in 1/0 sin ö© cos i|; höchstens 
=s 1 sein kann, so müsste t^^ z= 0^ c=s ^ic , cosoj^ = — 1 sein^ folglich rn und p 
zugleich den Werth haben : der Annahme zuwider. Dieselbe Unmöglich- 
keit würde sich ergeben, wenn ^4 = + 1 angenommen würde. 

An dieser Stelle zeigt sich auch, unter welchen Bedingungen Mod j^ 
grosser oder kleiner als 1 ist. Es wird dieser Modulus nämlich gleich dem posi- 
tiven Werthe von ^/n^*? also > 1 oder < 1, je nachdem («9o+4o'o)* — -^i <J- ^• 

e4 + cos tjQ cos^o + sin tjo sin Oq cosa|) 

positiv oder negativ ist. Der Ausdruck ist offenbar mit c^ zugleich positiv und 
negativ^ so <lass 

r^ ö Mod ygf > 1 ) wenn «4 =+ 1^ 

Tq = Mod ^ < 1 9 wenn e| ss — 1 i^t 

Es sind nun in den Formeln des (§. 7) für a uud b ihre Werthe und 1 
zu setzen ; femer 

^ = ra(cosg)^+ismg)a) = «— yjö~ (also 9« = 5^) 
^ = rj(cosg)Ä + isiB9%)aEi.- yj^ +1. y^ 

Dann witA^JY^ gleich der Sümttle eides imaginären Theil^ iQ und eines reeU 
lenTheilsÄ,alao 

2J|/D = iö + Ä, 

ist Macht man ferner 

it, = arc tg b-[«y(e«-l) + Snff*-i)? -(eco8i? + £cose)»] C-i«^<Äi<i«;, 
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so ist R = jRi, oder J? = jR^ + tt, oder /i = Äi — tt; wie aus (§. 7) zu sehen. 
Man hat nämlich R=^ R^ wenn ra<l nnd ri,<Zl^ oder wenn ra>l und r5>l 
ist. Es ist Ä = jRi + TT, wenn ra< 1 und rft> 1 ; endlich Ä = Äi — * wenn 
Ta^l und r5<:l ist. Die Bedingung r^^ 1 stimmt (S. oben) mit «^ = > 1 
überein; r^ ist grosser als 1, wenn der ]Nenner IV des Ausdrucks für ßj unter dem 
arc tg. negativ, r5<:1, wenn N positif ist. Es lassen sich daher die drei Formeln 
für J3 in die eine 

Ä = -«ei7r+flrctg 2(<cosi7 + £cos0)yD 

vereinigen, den arc tg wieder zwischen -^fx und -^^7t angenommen. Denn erstens 
haben jßi, Jf, ±7r und der End* Ausdruck von R offenbar dieselbe Tangente ; zwei- 
tens liegt das durch den End-Ausdruck bestimmte R in dem richtigen Quadranten; 
und Anderem ist nicht erforderlich. Es liegt nämlii:h JR| wenn r^>l ist, zwisrche^ 
~ fx und 0; wenn r^^l ist^ zwischen und W; es soll also r, wie folgt» liegea: 

Wenn r«<l ist und rft<l5 zwischen und +\it^ 
Wenn ra>l ist und r^>l, zwischen — Jir und 0, 
Wenn ra>l ist und r^<.l^ zwischen — it und — iit, 
Wenn r«<l ist und/^^»!, zwischen +4^ und +7c; 

wie es nach der Endformel wirklich, geschieh^ 



Schlusshemerkungen. 
Die Torrtefaende Ai>hanAung seigt, dtssy /{z)gfdt, wennf{£) eine rar 

.a 

tionale, continuirliche Function von z bezeichnet, verschiedene Werthe^annehmen 
kann, (alls z auf verschiedenen Wegen von seinem festen AnOaqgswerthe z^ zu 
dem gleichfalls festgehaltenen Endwerthe z^ gelangt. Fasset man das Integral, 
um es in dieser Beziehung noch genauer zu untersuchep, noch einmal in s Auge, 
so ist es zweckmässig, dasselbe in diejenigen einfacheren Integrale zu zerlegen^ 
welche den Gegenstand von (§. 3 bis §. 6) ausmachen. 

Wir stellen uns deshalb f(z) in seine drei Thelle zerlegt vor. Der 
er^U Theil 

51* 
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ist eine ganze Function von z; der zweite mag die Form 

r7__ <^ I ^ L. **« I 

j *L I b u _A_ . 

+ 

haben. Endlich der dritte sei 

Kommt nur T und 1/ , aber nicht 1^f(z) vor, so wird nach (§. 3 und §. 5) der 
Weg, den z von z^ bis z^ geht, ohne Einfluss auf das Resultat bleiben, vorausge- 
setzt, dass man ein Verschwinden der Nenner vermeidet: das Endresultat hangt 
dann also nur von z^ und Zj, ab. Anders verhält es sich, wenn auch J^ wirklich 
vorhanden ist. 

Man sieht aus ($. 4 und $. 6)^ dass ein Integral 



/ 






je nach dem verschiedenen Laufe der Function z» verschiedene Werthe anninun^ 
die sich aber sämmtlich nur durch Addition einer grösseren oder geringeren Anzahl 
Vielfacher von 27t/ unterscheiden. Es ist leicht zu sehen, dass der Lauf von z 
sich so ändern lässt, dass jedes beliebige Vielfachle von 27rials additives Glied 
sich zeigt. Da aus F eine Summe solcher einzelnen Integrale entsteht » deren 
j^destnil einer Gmstanten a inultipjicirt ist, so folgt, dass, je nach der verschie- 
denen Beschaffenheit der reell^ti und imaginären Theile der o, auch eine Aende- 
rung des Weges von z einen ganz verschiedenartigen Einfluss auf das Gesammt- 
resültat hat Schliesst man den oben behandelten Fall, dass alle a in ^» also 
y selbst gleich Null ist, aus, so können zunächst die reellen Theile aller azü 
einander in rationalem Verhältnisse stehen , und zugleich die imaginären Theile 
aller a ein rationales Verhältniss zu einander haben. Dann wird das Integral 

f f{z)z*da: zwar für verschiedene Wege, die z von z^ bis z^ durchläuft, ver- 

a 

schiedene Werthe haben, aber nur solche, welche sich um ganze Vielfache einer^ 
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oder höchstens zweier festen, d« h. von dem Wege von z unabhängigen, aber 
von den a abhängigen Grössen unterscheiden ^ von denen eine reel, die andere 
imaginär ist. Das Integral ist dann also entweder einfach-^ oder doppelt-periodisch. 
In allen übrigen Fällen ist das Integral Pielfach-periodisch. Stehen selbst nur zwei 
der reellen Theile der a in irrationalem Verhältnisse, so kann, bei verscbiede- 
nenri Wege von Zy der imaginäre Theil des Integrals alle möglichen Werthe 
bekommen ; stehen nur zwei von den imaginären Theilen der a in irrationalem Fer- 
hältnisscy so kann der reelle Theil des Integrals alle möglichen Werthe anneh- 
men. Das ganze Integral endlich erhält, bei Aenderung des Weges von z, alle 
möglichen Werthe, wenn auch nur zwei reeUe Theile der a zu einander, und 
zugleich wenigstens zwei imaginäre Theile der a zu einander in irrationalem 
Verhältnisse stehen. Die Betrachtungen^ welche auf diese ^ im Wesentlichen 
auch bei Puiseux vorkommenden Resultate führen , findet man auf den ersten 
Seiten einer Abhandlung von Jacobi, im 13ten Bande des gegenwärtigen Jour- 
nals: ,,De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis.** 

Diese Sätze wird man auch, auf den Fall ausdehnen können , in weichem 
f{z) eine rational^ Function von z und der Quadratwurzel \(m^^nzy\'p:^\sl^ 
indem dieser Fall im ($. 8) auf den früheren zurückgeführt wuirde. 

Bonn 9 im Januar AS56. . . 
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